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VORWORT. 

n BücUem über Akustik ist gegenwärtig kein MfULgel; 
soweit sie ganz oder wenigstens teilweise die mathematische und 
physikalische Akustik behandeln, sind sie neben einigen filteren 
im Literaturverzeichnis am Anfang des vorliegenden Bändcheus 
aufgeführt. Doch ist, wenn man von dem erst neuerdings wäh- 
rend der Drucklegung des vorliegenden Bfindcbeus erschienenen 
Lambschen Bache absiebt,keinsdarunter,das bei mäßigem Umfang 
die Theorie einigermaßen ausführlich bringt, so daß man in dieser 
Beziehung auf die Benutzung umfangreicher Werke, wie Lord 
Bayleighs „Theory of Sound", angewiesen ist, wenn man nicht 
gar anf die Originalarbeiten zurückgehen maß. Für denjenigen, 
der sich nicht speziell mit theoretischer Akustik beschäftigt, ist 
das aber eine kaum zu erfüllende Forderung, die leicht von wei- 
terer Verfolgung des Gegenstandes abschreckt. 

Das neue, in zwei Einzelbänden erscheinende Bnch bezweckt, 
die wichtigsten Teile der mathematisch - physikalischen Akustik 
auf knappem Raum möglichst einfach darzustellen. Dabei ist auf 
die Anwendung der Theorie besonderer Wert gelegt and diese, 
wo es angeht, mit Zahlenbeispielen und Zeichnungen erläutert. 
Die Figuren sind zum tiberwiegenden Teil nicht schematisch, son- 
dern den Zahlenwerten entsprechend gezeichnet, um richtige Vor- 
stellungen zu vermitteln. Den Herren Professor Dr. M. Wien in 
Danzig-Langfubr und Professor Dr. Zenneck in Braunschweig 
(jetzt in Ludwigshafen am Bhein) hin ich für Überlassung einiger 
Zeichnungen zu Dank verpflichtet. 

Oliva bei Danzig A. KALÄHNE. 

im August 1910. 
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1. Kapitel. 

SelLWingangen und Wellen im allgemeinea. 

1. Wesen undAnwendimgenderphynkallsolieiiAkastik. 
Mathematische Omndlage. Die physikalische Akustik 
oder Lehre vom Schall behandelt diejenigen Schwingungen 
und Wellen der Materie, denen Wirkungen auf das OehOrorgan, 
das Ohr, entsprechen, Ihre Ergebnisse finden Anwendung in der 
physiologischen und psychologischen Akustik zur Erklärung des 
Mechaniamus des Ohres und des Hörens, in der musikalischen 
Akustik, wo sie den ästhetischen Eindruck der Schallerscheinungen 
deuten lehren sowie die theoretische Grundlage für die in der 
Musik übliche Gliederung des Tonbereichs und die Harmonielehre 
liefern, und in der technischen Akustik, bei der es sich teils um 
die Herstellung von Schallquellen handelt (Instrumentenbau), teils 
tun die Konstruktion von Bäumen, in denen Schall Wirkungen 
stattfinden sollen, wie den Hör- und Hfusiksälen, oder die gegen 
das Eindringen von Schallwellen geschätzt sein sollen (Architektur- 
oder Oebäudeakustik). Von diesen ist der zuletzt genannte Zweig 
(Gebäudeaknstik) am wenigsten entwickelt. Mathematisch be- 
trachtet, ist die Akustik ein Teil der Mechanik, insbesondere der 
Mechanik elastischer Körper, deren Gesetze demnach der theo- 
retjschen Behandlung der Akustik zugrunde zu legen sind. Viele 
Erscheinungen lassen sieb aber, wenigstens näberungs weise, ein- 
fach mittels der Mechanik starrer Massenpunkte bebandeln. 

3. Entstehung und Ausbreitung des Schalles. Der Schall 
geht aus TOn schwingenden Körpern (Schallquellen), die fest, 
flüssig oder gasfönnig sein können. Er wird auf den Empfangs- 
apparat (das Ohr oder ein diesem entsprechendes künstliches 
Instrument) durch das zwischentiegende elastische Medium über- 
tragen. Dieses kann ebenfalls fest, flüssig oder gasförmig sein. 
In der Natur kommt hauptsächlich ein gasförmiges Medium, die 
atmosphärische Luft, in Betracht; nächstdem aber auch Flüssig- 
keiten (das Wasser bei den Unterwasser - Schallsignalen der 
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Marine) und ancli feste Körper (der Erdboden m onterirdisclien 
Tunnels und Bergwerken, die Wände und Decken der Häuser 
usw.). In allen diesen Körpern breitet sieb der Schall wellen- 
förmig aus. In Gasen und Flüssigkeiten (außer bei sebr zäben) 
kommen nnr Longitadinalwellen vor, d. h. Wellen, bei denen 
die Teilcben des von der Welle dnrcbzogenen Mediums in der- 
selben Richtung bin- und herschwingen, in der die Welle fort- 
schreitet, also in der Strablrichtung; in festen Körpern (und 
in z&hen Flüssigkeiten) existieren neben den longitudinalen auch 
Transversalwellen, d. h. Wellen, bei denen die Teilcben senk- 
recht zur Strahlrichtung schwingen, 

8. Sohwinguagen und Wellen. SchwingimgBdaaer (Peri- 
ode) und Sohwingiingazahl CFrequenz). Schwingungen 
und Wellen gehören eng zusammen. Die (fortschreitende) Welle 
ist Ausbreitung der Scbwingungsbewegung auf neue Teile. Ge- 
meinsames Charakteristikum beider ist, daß sieb nach Ablauf ge- 
wisser, gleicher Zeitabschnitte periodisch immer wieder derselbe 
oder wenigstens nahezu derselbe Zustand einstellt, bei der Schwin- 
gung immer an demselben Orte des Mediums, bei der Welle je- 
doch immer an anderen Orten, die um bestimmte Strecken von- 
einander entfernt sind. Dieser charakteristische Zeitabschnitt 
heiSt die Periode oder Schwingungsdaner, die bei Schall- 
schwingungen gewöhnlich in Sekunden angegeben wird. Der rezi- 
proke Wert der Periode gibt in diesem Falle offenbar die Zahl 
der Schwingungen an, welche in einer Sekimde ausgeführt werden. 
Diese Zahl heißt Schwingungszabl in einer Sekunde oder 
Frequenz, auch wohl Schwingungszahl schlechthin, wenn kein 
Mißverständnis zu befürchten ist. Für die mathematische Be- 
handlung kommt wegen der bequemeren Schreibweise (vgl. Nr, 5) 
noch die Schwingungszahl in 2n Sekunden (6,292 Sekunden) in 
Betracht, nach einem neueren Vorschlag Kreisfrequenz ge- 
nannt, weil sie sich zu der gewöhnlichen Frequenz verhüt wie 
der Umfang des ganzen Kreises 2nv zur Länge des als Einheit 
für die Winkelmessung dienenden Kreisbogens von der Länge des 
Radius r. Der Zusammenhang dieser Größen ist also {T Periode, 
N Frequenz, n Kreisfrequenz): 
(1) « = 2«JV = ^, N=^- 

Manchmal wird schon die Hälfte der ganzen Periode als 
Schwingungsdauer oder Periode bezeichnet, und dementsprechend 
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das Doppelte der hier definierten Schwüigungszahl oder Fre^aenz 
als Sohwinguagszahl. Diese Bezeichnung war in der Mechanik 
heim Pendel üblich und ist in die Äiustik mit übergegangen, be- 
sonders in Frankreich. Man kennzeichnet diese GröBen dnrcb den 
Zusatz „Halb Schwingungen" oder einfache Schwingungen (fran- 
zösisch T. s. — vibrationB simples) imGegensata zu den„Oanz- 
Hchwitigungen" oder doppelten Schwingungen (frz. v.d. = Tibra- 
tions doubles). Z, B. sind 1024 v. s. gleich 512 t. d., und 
beide stellen denselben Ton dar, nämlich das sogannte zweige- 
strichene c, bezeichnet als c" oder c^. 

Die Äknstik hat es mit mechanischen Schwingungen zu tun; 
der Zustand des achwingendeß Systems wird also durch mecha- 
nische GrOSen bestimmt, z. B. durch die Lage der Teile des Systems, 
ihre Geschwindigkeit, Beschleunigung, Dichte, Druck usw. Alle 
diese GröBen können periodische Schwankungen erleiden, d. h. 
Schwingungen ausführen, die natürlich bei einem and demselben 
System eng miteinander verknüpft sind. Z. B. sind in der schwin- 
genden Luftmasse einer Orgelpfeife die periodischen Lage Änderungen 
der Lnftteilchen von Druck- und Dichteänderungen gleicher Pe- 
riode begleitet. Die Perioden der als Töne hörbaren Schwingungen 
reichen von etwa -^^ Sekunde als längster bis zu etwa ^^^ Se- 
kunde als kürzester, die entsprechenden Frequenzen also von etwa 
16 pro Sekunde als niedrigster bis zu etwa 20000 pro Sekunde 
als höchster. 

Schwingungen finden immer um eine gewisse ßuhelage, einen 
Gleichgewichtszustand, herum statt. Die Kuhelage kann im Ver- 
laufe der Schwingungen regelmäßig durchschritten werden (ge- 
radlinige Schwingungen); sie kann aber auch außerhalb der 
Schwisgungsbahn liegen und nur gelegentlich oder am Schluß, 
beim Erlöschen der Schwingung, erreicht werden (elliptische und 
kreisförmige Schwingungen eines Pendels usw.). 

Der Unterschied zwischen Schwingung eines Körpers und 
Wellen in demselben besteht darin, daß bei jener unmittelbar 
aneinander grenzende Teile des Systems gleichzeitig denselben 
SchwJngungszu stand haben, z. B. durch ihre Ruhe- oder Gleich- 
gewichtslage hindurchgehen oder ihre größte Entfernung von der- 
selben erreichen usw., bei dieser aber räumlich benachbarte Teile 
nicht gleichzeitig, sondern nacheinander denselben Schwin- 
gungszustand annehmen. Damit hängt es zusammen, daß die Welle 
fortschreitet. Als Typus der Schwingung gilt die Bewegung des 
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physikalischen Pendels, d. h. eines starren ESrpers, der unter dem 
EisäuS der Schwere um eine feste Achse oszilliert. Typus der 
fortschreitenden Wellenbewegung sind die Oberflächen wellen auf 
Flüssigkeiten oder die Seilwellen, die auf einem mäßig gespannten 
längeren Seil oder Draht entlang laufen. Wellen kCnnen nur in 
ausgedehnten Medien vorkommen, die also drei, zwei oder wenig- 
stens eine Dimension besitzen (räumliche, flächenhafte und lineare 
STSteme, letztere praktisch durch dünne Drähte, Saiten usw. dar- 
gestellt). Schwingungen können auch von eiuem materiellen 
Punkt ausgeführt werden, d. h. einem Körper, dessen Dimensionen 
bei endlicher Masse alle verschwindend klein sind (praktisch durch 
kleine Kugeln aus spezifisch schweren Substanzen darstellbar). Bei 
der Schwingung beschränkt sich die Bewegung auf die einmal 
ergriffenen Teile, bei der fortschreitenden Welle werden immer 
neue Teile ergriffen und in Schwingung versetzt. 

4. Stehende Wellen. Knoten und BSuohe. Ein be- 
sonderer Fall der Schwingung ist die stehende Welle, so ge- 
nannt, weil sie eine aus fortschreitenden Wellen hervorgegangene 
Bewegung darstellt, die sich nicht mehr weiter ausbreitet. Sie 
ist geradezu der Schwlnguugstypns aller elastischen Körper. Als 
Vorbild dient die Bewegung einer an beiden Enden eingespannten 
Saite. Diese kann entweder als Ganzes schwingen, d. h. so, daß 
alle ihre Punkte gleichzeitig nach derselben Richtung ausgebogen 
sind, oder in Teilen, d. h. so, daß die Punkte einer Abteilung 
gleichzeitig nach einer Richtung, z. B. nach oben, ausgebogen sind, 
die der benachbarten Abteilung zur selben Zelt nach der entgegen- 
gesetzten Seite, also nach unten. Vgl. Fig. 1. Der Schwingungs- 
B zustand ist im letzteren 

Falle also nur abteilungs- 
weise der gleiche; von einer 
Abteilung zur nächsten ist 
er zeitlich um eine halbe 
Periode verschoben. Die 
Stellen, wo die einzelnen, 
— - "^ entgegengesetzt schwingen- 
den Abteilungen anein- 
b™. anderstoBen, wo also Ruhe 

mts' B.TaA berrschenmufl,heißenKno- 
' "" (engl, nodes, franz. 




a. Obersohwlngmig mit dielBftnohanfi„BuS. 



nceuds). Es gibt Knoten- 
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4. Stehende Wellen. B. Phase und Schwingungsfonn. 5 

punkte, -Imien oder -flächen, je aacbdem die Scbwiugangen in 
Körpern Btattfindeu, die wesentlich in einer Dimension, linear, 
ausgedehnt sind, oder in zwei, d. h. flfichenhaft, oder schließlich 
in allen drei Dimensionen. Die Stellen stärkster Bewegung 
zwischen den Knoten sind die Bäuche (engl, loops, frz. ventres). 
In Figur 1 sind die Punkt« K Knoten, B Bäncbe. Stehende 
Schwingungen oder Wellen (der Sprachgebranch unterscheidet 
nicht scharf) können außer in kontinuierliohen elastischen Medien 
auch in Systemen Torkommen, die aus einzelnen getrennten Teilen 
bestehen, wenn zwischen diesen Kräfte wirken, die die Teile an- 
einander ketten (aas diskreten Uassenpunkten aufgebautes System; 
z. B. znr Demonstration dienende Wellenm aschinen, die aus auf- 
gehängten elastischen Kugeln bestehen usw.). 

5. Fhaae und Sohwlngungsfonu. SinoesoliwixtgTmg. Der 
jeweilige Schwingungszustand eines Teilchens (oder unter ITm- 
stfinden auch eines ausgedehnten Systems) heißt seine Phase 
(griech. tpäai^ Erscheinung, Aussehen). Zwei Teilchen haben 
gleiche Phase, wenn sie gleichzeitig denselben Schwingungszustand 
besitzen, entgegengesetzte Phase, wenn das eine diesen Schwingungs- 
zustand eine halbe Periode &üher bzw. später annimmt. Allge- 
mein spricht man von Phasendifferenz bzw. Phasenver- 
schiebung, wenn beide den gleichen Zustand zu zwei ver- 
schiedenen Zeiten erreichen, die um irgendeinen Bruchteil der 
Periode anseinanderliegen. In mathematisch einfacher Form läßt 
sich die Phase mittels des Phasenwinkels bei den einfach pendei- 
förmigen oder Sinusschwingungen ausdrücken. 

Znr ToUstSndigen Kenntnis der Schwingungsbewegung muß 
man wissen, wie sich der Znstand mit der Zeit ändert; die Schwin- 
gungsform muß gegeben sein. Bei Schwingungen, die sich nach 
Verlauf jeder Periode genau wiederholen (stationäre oder un- 
gedämpfte Schwingung), braucht man nur das Verhalten 
während einer Periode, bei anderen, die sich nur angenähert re- 
produzieren (veränderliche, speziell die gedämpfte oder er- 
löschende Schwingung), muß man über dieselbe hinausgehen Nach 
dem Fourierschen Satze (vgl. Nr. 9) läßt sich jede noch so 
komplizierte stationäre Schwingung durch Überemanderlagerung 
einer Anzahl einfacher Sinusschwingungen darstellen, deren Peri- 
oden im Verhältnis der Brüche \, \, ^, \, . abnehmen, deren 
Seh wingnngs zahlen sich also entsprechend verhalten wie 1 : 2 
: 3 : 4 . . . . Die längste dieser Perioden ist gleich der Periode 
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6 1. Kap. Schwingungen und Wellen im allgemeinen. 

der darzustellenden stationSien SchwinguDg selbst. Diese zn- 
nächst rein mathematisohe Zerlegang einer komplizierten Scbwin- 
gimgsfunktion in eine Fouriersche oder trigonometriache Beilie 
hat in sehr vielen Fällen zugleich hervorragende physikalische 
Bedeutung, weil SinuBSchwingungen sich in der Natur häufig mit 
großer Annäherung herstellen lassen und erfahrungsgemäß der 
Gehöreindrnck um so einfacher und reiner ist, je genauer die 
Schwingung einfache Sinusform besitzt. 

Die mathematische Formel der Sinusschwiügung lautet in 
verschiedenen gleichbedeutenden Formen (vgl. Nr. 3, Gl, (1)): 

= Oflin(»( + ö) 
^2j ^ * - a Bin {InNt + O) 

" ? - a sin (^> 

Es ist a der Maximalwert, den annimmt, wenn der Sinus 
gleich 1 wird,' Amplitude oder Scheitelwert genannt, ^ Pe- 
riode, N Frequenz, fi Ereisfrequenz, & die Phasenkon- 
stante oder Epoche, t die variable Zeit, O dasjenige Element, 
welches die Sflhwingung ausführt (Koordinate, Geschwindigkeit 
eines Teilchens, Druck, Dicht« oder dgl.). 

Statt der Sinusfunktion kann die Eosinusfunktion gesetzt 

werden, wenn man die Phasenkonstante # in ■&'=■& j- vun- 

ändert. Also gleichbedeutend mit (2) 

(3) (P = a cos («( + »') — « cos {nt-\- 9 — y] 

usw; 
Der Winkel nt -^ & unter der Sinusfunktion bzw, n( + * unter 
der Kosinusfunktion bestimmt hier in einfacher. Weise in jedem 
Augenblick die Phase und wird gelegentlich schlechthin selbst als 
Phase, genauer jedoch als Phasenwinkel bezeichnet. 

Jede stationäre (ungedämpfte) Sinusschwingung ist also durch 
drei unabhängige Bestimmuugsstücke eindeutig bestimmt, nämlich 
1. Amplitude, 2. Phasenkonatante, 3. Periode (oder damit 
gleichbedeutend Frequena bzw. Kreisfrequenz). 

Bei komplizierten Schwingungen, die durch eine Fouriersche 
Beihe dargestellt sind, hat man für jedes einzelne Sinusglied 
Amplitude, Phasenkonstante und Periode zu berücksichtigen. 
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6. Fortpflanzungsgeschwindigkeiti und Wellenlänge. 7 

6. Fortsabreitende Wellen. FortpflanziingBgeBohwindig- 
keit und Wenenlänge. Bei der fortschreitenden Welle 
kommt als weiteres Kennzeiclien die Ausbreitungs- oder Fort- 
pflanznogsgeschwindigkeit hinzu and im Zusammenhange 
damit die Wellenlänge. Die Strecke, um welche die Welle 
während einer Periode weiterwandert, ist die Wellenlänge; 
diese ist daher allgemein auch die Entfernung zweier aufeinander- 
folgender Punkte gleicher Phase, die in der Fortschreitnngsrichtang 
liegen. Bei Ober^chenwellen auf Wasser läßt sie sich anschau- 
lich machen als gegenseitiger Abstand je zweier benachbarter 
Wellenberge oder Tfiler. In Fig. Ic sind die Strecken S^Bg oder 
KK^ oder K^K' die Wellenlänge, wenn die Figur als Momentbild 
des Querschnitts eines Teils der Welle gedacht wird. Bei stehen- 
den Wellen gilt ebenfalls die gegenseitige Entfemong zweier be- 
nachbarter Punkte gleicher Phase hIs Wellenlänge; doch bat dieser 
Ausdruck nur dann noch einen Sinn, wenn man die Richtung der 
ursprünglich vorhandenen fortschreitenden Wellen kennt, oder 
wenn tkberhaupt nur eine Richtung vorkommt, wie es bei linearen 
Medien (Saiten) der Fall ist. 

Die Strecke, um die die Welle, d. h. die Schwingungsbewegung, 
in der Zeiteinheit fortschreitet, ist die Fortpflanzunga- oder 
Ausbreitungsgeschwindigkeit. Tat dieselbe konstant, was 
meist zutrJöl, so verhält sich offenbar diese Strecke zur Wellen- 
länge, d. h. zu der Strecke, welche während einer Periode zurück- 
gelegt wird, wie die Zeiteinheit zu der Periode (gemessen in jener 
Zeiteinheit). Ist daher k die Wellenlänge, c die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, T die Periode, N die Schwingungszahl in einer 
Sekunde (Frequenz), so gilt c:X = l:T, also 

(4) l = cT oder i = ^- 

Die Form der Welle, d. h. die Form der Schwingung, welche ein 
Teilchen während einer Periode ausfährt, ist dabei gleichgültig. 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Sehallwellen hängt von 
der Natur des Mediums, in festen Körpern auch noch von der 
Natur der Schwingung (longitudinal oder transversal) ab, Sie 
liegt nach den zuverlässigsten Messungen für Luft bei O" C zwi- 
schen 331 und 332 Meter pro Sekunde, bei 20^0 zwischen 343 
und 344 m/Sek. Für Wasser ist sie bei gewöhnlicher Tempera- 
tur ungeföhr 1436 m/Sek, (vgl, die Tabellen in Band U), 
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8 1. Eap. Schwiugnogeii und Wellen im allgemeinen. 

7. Yersohiedene Arten von Wellen nnd ihre BinteUnng. 

Je Dach der geometrisciteii Natur des Wellen mediiims bat man 
Wellen in ein-, zwei- nnd dreidimensionalen Medien. Nach dem 
Charakter der Ausbreitung, der von der Form des Schwingungs- 
zentrums, der Schallquelle, abhängt, unterscheidet man 

a) in dreidimensionalen Medien: 

ebene Wellen (Quelle : eine gleichphasig schwingende Ebene), 

Zylinderwellen (Quelle: eine gleichphasig schwingende Ge- 
rade), 

sphärische oder Kugelwellen (Quelle: ein Punkt oder eine 
gleichphasig schwingende kleine EugelMche), 

kompliziertere Wellen. 

b) in zweidimensionalen Medien; 

geradeWellen (Quelle: eine gleichphasig schwingende Gerade), 
Kreiswellen (Quelle: ein Punkt oder eine gleichphasig 

schwingende Kreiaperipherie), 
kompliziertere' Wellen, 
o) in eindimensionalen Medien ist nur eine Art von 
Wellenausbreitnng in dem betrachteten Sinne möglich. 
Das Charakteristische bei dieser Einteüung sind die Wellen- 
flächen bzw. bei zweidimensionalen Medien die Wellenlinien. 
Das sind diejenigen Flächen hxw. Linien welche alle Punkte ver- 
binden, die gleichzeitig dieselbe Phase haben. Bei Eugelwellen 
sind dies Kugeln, bei ebenen Wellen Ebenen usw. Bei kompli- 
zierteren Wellen können ganz eigenartige Wellenflächen auftreten, 
es sei hier an die Welleufläche des Lichtes in Kristallen erinnert. 
Die von tönenden Körpern ausgehenden Wellen haben im allge- 
meinen sehr komplizierte Formen und lassen sich nur selten unter 
jene einfachen Fälle bringen. 

Noch in anderer Beziehung läßt sich unterscheiden, nämlich 
in bezug auf die Richtung der Schwingung der Teilchen zur Fort- 
pflanzungsrichtung. Danach gibt es 

Longitudinale Wellen (Schwingnngsrichtung parallel der 

Fortpfl anzun gsrichtung). 
Transversale Wellen (Scbwingun gsrichtung senkrecht zur 

Fortpflanzungsrichtung), 
Schiefe Wellen ( 8 cbwingun gsrichtung geneigt zur Fortpflan- 
zungsriebtun g). 
Wie schon bemerkt wurde, ist die erste Art in Gasen und 
fast allen Flüssigkeiten allein vorhanden, nur in festen Körpern 
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7. Verschiedene Arten von Wellen. 8. Ebene Wellen. 9 

kommt neben der ersten ancli die zweite für die Akustik in Be- 
tracht, die dritte lUllt weg, da kristallin iscbe Medien hier keine 
Bolle spielen. 

Gelegentlich ist noch zwischen Einzel welle, begrenztem Wellen- 
zug und unbegrenztem Wellenzug zu nnterscheiden. Der Unter- 
schied zwischen fortschreitenden und stehenden Wellen ist schon 
von vornherein gemacht worden. Die große Mannigfaltigkeit, 
welche der Wellenbewegung eigen tllmlicli ist, macht ilür Stndium 
etwas schwierig, aber auch um ao anziehender. 

8. Ebene Welleii. Mathematisch wird eine ebene oder ge- 
rade oder eine in einem eindimensionalen Medium (Seil, Saite) 
mit konstant«r Geschwindigkeit nach der positiven x-Bichtung 
hinlaufende Welle durch ein und dieselbe Formel dargestellt, 
n&mlich: 

(5) 0-f{^-cl), 

eine nach der negativen x-Bichtung hinlaufende ebenso durch 

(6) ' = f{x + ct). 

^ ist dasjenige Element (Koordinate eines Teilchens, Entfemtmg 
aas der Buhelage, Dichte usw.), welches die Schwingung aus- 
fahrt, X die Abszisse, t die Zeit, c die konstante Portpflanzuags- 
geschwindigkeit, f bedeutet irgendeine in ihrer Form ganz will- 
kürliche Funktion des Argumentes X — et bzw. x -J- ct^ 

Zu jedem Wertepaar x, t gehört ein bestimmter Wert von (P, 
d. h. ein bestimmter Zustand. Wie bei jeder Funktion von zwei 
oder mehr Yariablen kann man eine von ihnen allein variieren 
lassen, während man die andern konstant hält. Läßt man x kon- 
stant, z. B. gleich a^, so erhält man durch Variieren der Zeit t 
den zeitlichen Schwingangsvorgang an der Stelle x^^ läBt man 
die Zeit t konstant, z. B. gleich /^, so erhält man das Momentbild 
der Welle in diesem Zeitpunkt. Wegen der linearen Verbindung 
X — et bzw. X •{- et der beiden Variablen ist dieses Wellenbüd, 
wenn man eg mit x als Abszisse und <I> als Ordinate graphisch 
darstellt, ähnlich dem graphisch dargestellten Schwingungsvor- 
gang an irgendeiner bestiuunten Stelle Xj, wenn man t als Ab- 
szisse und ^ als Ordinate nimmt; nur der ZeichnungsmaBstab 
igt wegen des Faktors c ein anderer. 

Dafi die Formeln (5) und (6) Wellen darstellen, erkennt man 
leicht, wenn man, von einem bestimmten Wertepaar s^, ^ aus- 
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10 2. Kap. Foariencbe Reihen tmd harmonische Analjae, 

gebend, /, um eine beliebige Zeit r auf (^ — ^ + r wachsen und 
gleicbzeitig in (5) a^ um die Strecke £ — ci auf x^ — x^ + cz 
wachBCn, in (6) um dieselbe Strecke auf ^' = x, —.er abnehmen 
läßt. In beiden Fällen wird das neue Argument gleich dem nr- 
sprünglichen, denn 

a:, — c(^ = a^ + CT — c{f^ + i) = a^ — c(, 
und 

a^' + cl, = Xj - CT + c(^ + r) - «^ + C(, , 

das beißt: derselbe Schwingnngsznstand (&j, der zur Zeit t^ an 
der Stelle x^ herrschte, findet sieb zur Zeit ^ an der Stelle x^ 
bzw. Xg' wieder, ist also bis dahin fortgeschritten, was nach Kr. 8 
das cbarakteriatische Kennzeichen der Welle ist. Die lineare Ver- 
bindung X — et bzw. a: + c( von Zeit- und Baumkoordinateo im 
Argument der Wellenfunktion ist fOr jede ohne Änderung ihrer 
Form fortschreitende Welle charakteristisch. 

Nimmt man speziell fflr die Funktion f die Sinus- bzw. Ko- 
sinnsfunktion, so erhält man die Siuuswellen 
(7) * = o siu (a: — et), (P — o sin (a; -f- et) 

usw. 

Genau dieselben Gleichungen (Ö) und (6) kSnncn auch zur 
Darstellung der Zylinderwellen bzw. der Kreiswellen (in Flächen) 
und der Kugelwellen dienen, d. h. aller Wellenbewegungen, bei 
denen der Zustand außer Ton der Zeit ( nur noch von einer Koor- 
dinate abhängt. Als solche dient bei den ZyUnderwellen der Ab- 
stand r von der Achse, bei den Kugelwellen der Abstand r vom 
Mittelpunkt als dem Erregangszentnim. Die so dargestellte schwin- 
gende Größe hat dabei jedoch keine oder wenigstens keine un- 
mittelbar anschauliche physikalische Bedeutung. Im Fall der 
Kugelwellen ist sie das I^odnkt aus dem Badius r der betreffenden 
Wellenflftcbe und dem auf ihr herrschenden Oeschwindigkcits- 
potential (vgl. Bd. 11 dieses Werkes). 

2. Kapitel. 

Fourlersche Reihen und harmonische Analyse. 

9. HarmoniBolie oder FourieranalTse beliebiger Sohwin- 
gongen nnd ihre physikaUsolie Deutung. Ist die Schwingung 
bzw. Welle nicht einfach sinusitSnnig (harmonische oder p ende 1- 
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9. Haimonüclie i>der Fonrieranalyse lieliabiger SchwinguDgeu. H 

förmige Schwingung), sondern irgendwie gestaltet, so kann man 
sie, falls sie streng periodisch ist, nach dem Fourierscheu Satze 
durch Übereinanderlagerung mehrerer (im GrenzfaU unendlich 
vieler) Sinusschwingungen mit verschiedenen Perioden, d. h, ana- 
lytisch als algebraische Summe derselben darstellen. Physikalisch 
betrachtet ist das eine Zusammensetzung der Schwingung aus 
sinusförmigen Partial- oder Teilsehwingungen. Die Perioden 
der Glieder dieser Fourierschen Beihe stehen im Verhältnis 
1 • i ■ 4 ■ } usw. zueinander, die Frequenzen verhalten sich also 
wie 1:3:3:4 usw. Die Periode der 1. Partialschwingung 
(Grundschwingung, Grundton) ist gleich der Periode der darzu- 
stellenden komplizierten Schwingung, die der 2., 3. usw. Partial- 
schwingung (auch als 1., 2, usw. Oherschwingung oder Ober- 
ton bezeichnet) sind entsprechende Bruchteile davon. 

Ist die Schwingung nicht streng, sondern nur annähernd pe- 
riodisch, wie beispielsweise eine gedümpfte Schwingung, so läßt sie 
sich, wie Oberhaupt auch jede andere beliebige Funktion, innerhalb 
jedes beliebig heraasgegriffenen Zeitintervalls ebenfalls durch eine 
Fouriersche Beihe darstellen, deren Grundperiode dieses beliebig ge- 
wühlte Zeitintervall ist. Wahrend aber die Reihe im ersten Falle 
fflr alle Zeiten gilt, also auch außerhalb des ursprünglichen Inter- 
valls der Tinabhangigen Variablen die Schwingung richtig darstellt, 
ist dies bei der gedampften Schwingung, und überhaupt bei nicht 
streng periodischen Funktionen, nicht mehr der Fall. Die Fou- 
riersche Beihe ist nämlich genau periodisch und wiederholt sich 
außerhalb des Gnindintervalls immer von neuem, wahrend 2. B. 
die gedämpfte Schwingung auf der einen Seite des beliebig aus- 
gewählten Intervalls dauernd ansteigt, auf der andern dauernd 
abfallt. Man hat in diesem Falle also zwei verschiedene Funk- 
tionen (die gegebene Funktion und die zu ihrer Darstellung 
dienende Fourierreihe), die nur in einem beschränkten Bereich 
übereinstimmen. Die Figuren 2 a und 2 b veraaschaulichen dies 
für die gedämpfte Sinusscbwingung; auf der Äbszissenachse ist 
die Zeit t, und als Ordinaten sind die jeweiligen Klongationen 
der Schwingung bzw. die aus der Fourierschen Beihe berechneten 
Werte aufgetragen. Die Strecken ig — 's, 'j — 'n ^i — ^ sind 
einander gleich und stellen die willkürlich gewählte Grundperiode 
dar, die hier gleich dem doppelten der Schwingungsperiode an- 
genommen ist. Um die Schwingung in ihrem ganzen Verlauf von 
Anbeginn der Schwingung bis 1— -j- oo richtig darzustellen, müßte 
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mau die Gnindperiotle der Fourierschen Reibe unendlich groß 
wfiblen; dann erhält man aber unendlich viele PaHialschwiu- 
gungen, deren Perioden stetig von oo bis variieren. Die Zer- 
legung bat also keinen physikalischen Sinn mehr. Ebensowenig 
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hat aber die der Figur 2b zugrunde liegende Darstellung physika- 
lischen Sinn, da ja die Periode der Gnmdschwingung hier durch 
keine Eigenschaft der darzustellenden Funktion im voraus bestimmt 
ist, so daß die willkürliche Wahl einer solchen eine unberechtigte 
Bevorzugung dieses Intervalls vor allen möglichen anderen isi 
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10. Mathematische Formeln fQr die Fonriersche Reihe. 13 

Uan muß alao jedenfalls mit der Anwendnng der Fourier- 
analyse oder harmonischen Analyse, wie sie auch genannt 
wird, und insbesondere der phyaüalischen Deutung ihrer Ergeb- 
nisse sehr vorsichtig sein.. Das gilt erfahrungsgemäB auch für 
die Analyse solcher Schwingungen, die in ihrem Kurvenbild schein- 
bar sicher die Grund seh wingungsperio de erkennen lassen. Kleine 
Andemugen des Eurvenhildes vei'ursacben oft schon das Auftreten 
neuer Partialschwingungen oder beträchtliche Amplitudenäude- 
rungen vorhandener, 

10. HathematiBOhe FoTmeln für die Fourieraolie Reihe. 
Innerhalb des Intervalls von x, bis iBj = iKj + 21, oder, wenn 
f(x) selbst periodisch ist mit der Periode «j — a;, =- 21, auch 
außerhalb desselben, gilt zur Darstellung der Fanktion f(x) die 
Doppelreihe 

(1) f{x) = 

+ Y &o + bi cos ^ + Bj « 



wobei das Intervall, die (ümndperiode, 

(2) x^ — Xi = 2l 
gesetzt ist. 

Indem man die Glieder mit gleicher Frequenz zusammenfaßt 
and für die Amplituden - Koeffizienten o und b neue Konstanten 
(Amplitude und Pbasenkonstante) einflUirt, kann man schreiben: 

(3) f{x) = Ä^ + Ä, sin C^ + #i) + Ä, sin (^ + #,) + ... 

^Ä,+^Ä,Bin(^ + »^, * = 1,2.3,... 

wobei 

W tg»,-h. b.w..m»,-^=&= md CO.»,- — S=. 



nisitirrdDlGOOt^lC 



14 &■ Kftp. Fouriencbe Beiben und harmonische Analyse. 

Die Koeffizienten a^ tmd h^ einschließlich \ sind durch fol- 
gende bestimmte Integrale gegeben: 

(5) ..-iJfWm^d«, 6.-|-/fWc..ifite 

Den Beweis daffir findet man ausfOhi-licb in den Lehrbüchern der 
theoretischen Physik und ahnlichen Werken.^) Man erhRlt diese 
Werte, indem man Gl. (1) mit cos — j— bzw. sin — j— multipliziert 
und dann integriert. Bei der Int«gratian fallen alle Integrale 
weg, welche Produkte zweier Sinus oder zweier Kosinus mit un- 
gleichen Frequenzen oder Produkt« von Sinus und Kosinus ent- 
halten, und es bleibt rechts nur immer dasjenige Glied mit einem 
endlichen Wert übrig, welches cos' bzw. sin' enthält Es gilt 
nSmlich, wenn h und h ganze Zahlen sind: 

/'. hnx k%x , .„ 
sra — j— cos — j— a jr = 0, 

x, + »l 

/', hnx . kitx , (0, wenn A > Ä, 
sm -j- sin ^- dx = { *- 

' ' \l, wenn Ä = Ä : 



(6) 



jeo. 



-j-™.-^ 



wenn Ä = Ä > 0, 

0, wenn h^h, 

1, wenn Ä = Ä > 0, 
21, wenn A = ft =- 0. 



Diese Gleichungen (6) sind ein Beispiel fOr die „Integraleigen- 
schaften" (conjugate properties) der sogenannten .^ormalfunk- 
tionen" iu dem besonderen Fall der Kreiafunktionen Sinus bzw. 
Kosinus (vgl. Bd. II dieses Buches). 

Bezüglich der Darstellung durch Fourierreihen ist noch fol- 
gendes zu bemerken. Wshlt man, was häufig vorkommt, das 
Inteirall, in dem entwickelt wird, so, daß der Koordinatenursprung 
in der Mitte desselben liegt, das Intervall also von x = — ( bis 



1) Z. B. E. Weber, Die partiellen Difierentialgleichangen der 
mathematiaclien Pbyaik, Bd. T, g 28ff., BiannBchweiK 1800; H. Lo- 
renz, Lehrbuch der techniacben Physik, Bd. I (Techn. Mechanik 
Btanei Systeme), Kap. II, g IU, Mdnohen u. Berlin ISOS. 
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IL Bedentnng der Fonrieranftlyae für die AktiBtik, Ton nad Klang. 15 

X^ ■\- l reicht, ao werden gerade Funktionen durch Heihen, die 
bloB Kosinnsglieder enthalten, ungerade Funktionen durch Reihen 
mit Sinnsgliedem datgestellt. Gerade Funktionen sind solche, 
die bei einem Vorzeichen Wechsel der unabhängigen Variablen ihren 
Wert nicht ändern (z.B. f(x)-^ax*), ungerade solche, hei denen 
mit dem Vorzeichen der unabhängigen Variablen auch das Vor- 
zeichen, aber nicht der absolute Wert der Funktion sich ändert 
(z. B. fix) =^ ax"). Gerade Funktionen verlaufen symmetrisch zur 
Ordinatenachse, ungerade dagegen spiegelbildlich symnietriseh, 
d. h. in bezng auf die Ähszissenachse gespiegelt. Jede beliebige 
Funktion f(^x~) läßt sich immer als Summe einer geraden und 
einer ungeraden Funition ansehen; denn es ist 

(7) f{x)^W{^)+f{-^)] + li[K^)-K-'=)']-9{'') + <^), 
wo nun offenbar 9>(:c) eine gerade, ^(x) eine ungerade Fonktion 
ist, wie man durch Vertauschang des Argumentes -j- x mit — X 
erkennt. 

Häufig kann man durch einfache Verschiebung des Eoordi- 
natenursprungs eine vorgelegte Funktion zu einer geraden oder 
ungeraden machen. Ein Beispiel bietet die (ungerade) Siuus- 
ftmktion selber, die bei Verlegung des Koordinatenan&ngs um 
— in die (gerade) Kosinusfunktion tibergeht. 

11. Bedeutong der FoniieranalyBe für die Akustik. Ton 
und Klang. Da ± cos a = sin ( « ± y I und sin (or ± n) = — sin « 
«EW. ist, so kann man die Sache auch so aufrassen,daB die Fouriersche 
Doppelreihe Gl. (l) Nr. 10 aus lauter Sinusgliedem besteht, dabei 
aber jedes, eine Teilschwingung bestimmter Frequenz darstellende, 
Glied sich ans vier Komponenten zusammensetzt, welche Phasen- 
differenzen von 0, ^, Jt, -^ bzw. — was auf das gleiche hinaus- 
kommt — von -f ■— , ± «, — gegeneinander besitzen. Diese 
spezielle Auffassung, die eine weitere Zerlegung der Gesamtschwin- 
gung darstellt, kommt jedoch für die Physik nicht in Betracht. 
Für diese ist im Gegenteil die Zerlegung in eine Sinus- und eine 
Kosinusreihe schon zu weitgehend und nur rechnerisch von Wert; 
physikalisch betrachtet ist die Zerlegung der Schwingung f(x) 
nach Gl. (3) Nr. 10 in eine Reihe von Sinusschwingungen, deren 
Phasenkonstanten beliebige — natürlich in jedem Fall durch die 
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Form der Schwingung /"(a;) gegebene — Werte #j, &(,,.. haben, das 
Sichtige. Denn diese Sinuaschwingiingen sind die physikalischen 
Elemente, aus denen sich die kompliziertere Schwingung f(_x) auf- 
baut. Ob die Phasenkonstanten der F&rtialschwingungen die Ton- 
empfindnng, d. h. die Klangfarbe, beeinflussen, geht aus der mathe- 
matischen Behandlung natürlich nicht hervor, da die Entschei- 
dung dieser Fr^e vom Mechanismus des Gehör&p parates abhängt. 
Nach den Beobachtungen von Helroholtz ist kein derartiger 
Einflufl Torhanden. Eine neue Arbeit von Liudig') bestätigt dies. 

Der Wert der Fourieranalyse flir die Akustik beruht darauf, 
daB 1. sehr viele akustische Schwingungen (Klänge) nur wenig 
oder gar nicht gedämpft sind, also durch Fourierreihen unbedenk- 
lich dargestellt werden können, und daß 2. nach der von Gr. S. 
Ohm aufgestellten, insbesondere von Helmholtz weitergeführten 
Hypothese eine sinusförmige Schwingung im Ohr den Eindruck 
eines einfachen Tones, jede andersförmige aber den Eindruck 
eines (zusammengesetzten) Klanges erzeugt, aus dem das Ohr unter 
umständen die einzelnen einfachen Töne heraushört, so in der Natur 
das ausführend, was die Fourieranaijse mathematisch darstellt. 

la. FraktlBolie Fourieranalyse von Sohwingangskurveii. 
Ist die dariusteliende Funktion f(x) durch ihr analytisches Ge- 
setz gegeben, so kann man aus den Gleichungen (5) Nr. 10 die 
Koeffizienten der Fourierschen Reihe, eventuell nach NShenmgs- 
methoden, zahlenmäßig berechnen. Ist sie jedoch als Eurven- 
diagramm gegeben, das z. B. durch photographische Begistrierung 
des Schwingungsvorgangs erhalten wurde, und soll auf die darin 
enthaltenen sinusförmigen Fartialschwingungen autersucht wer- 
den, so muB man anders verfahren. 

Es wird zuerst durch Ausmessung eines längeren Eurven- 
stflcks die Grandperiode möglichst genau bestimmt. Innerhalb 
dieser werden dann in gleichem Abstand voneinander eine größere 
Anzahl Ordinaten ausgemessen und mit diesen die Eoe^zienten 
a und b berechnet, indem die vorliegende Eurve durch die ge- 
brochene Gemde ersetzt wird, welche die Endpunkte der gemesse- 
nen Ordinaten verbindet Damit eine solche geradlinige Inter- 
polation genau genug ist, darf die Zahl der Ordinat«n nicht zu 
gering sein. Zwecks bequemer Bechnung wird man außerdem 

1) F. Lindte, Annalen der Physik 10 (100»), 242. — Vgl. auch 
M. G. Lloyd o. F. Q. Agnew, Bulletin of the Bureau of Standards 
(Washington) Bd. 6 Nr. 2 (1909), 265. 
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diese Zabl passend wählen. Zur Ausmessung und Konstanten- 
berechnuug sind auch Apparate konstruiert worden, die beides 
automatisch besorgen und die harmonische Analysatoren^) 
beißen. Will man ohne ibre Hilfe rechnen, so nimmt man zweck- 
mäßig 12 oder 24 oder 36 oder auch (vgl. L. Hermann*}) 
40 Ordinaten. 

Über die prattdaehe AusfUhrnng der Becbnung gibt es eine 
ziemlich umfangreiche Literatur*), namentlich auch in phTsiolo- 
gischen Zeitschriften. Sie ist größtenteils im Handbuch der Physik 
(Bd. II, Akustik) aufgeführt. Dort sind auch für den Fall von 
24 gemessenen Ordinaten die Werte der 6 ersten KoefSzienten 
% bis üf und b^ bis b^ (mit Weglassnng des belanglosen kon- 
stanten Gliedes &g) als Funktionen derselben mitgeteilt. Eiu ziem- 
lich bequemes Reohenschema för 36 Ordinaten, durch das man «j 
bis a^ und ft^ bis ft, erhält, hat F. F. Martens*) in weiterer Aus- 
bildung derSunge-Orlichschen Formeln neuerdings benutzt und 
ansffihrlicher beschrieben. Im allgemeinen kann man aus m ge- 
messenen Ordinalen, also Teilung des Intervalls in m Teilin tervalle 
- — Voraussetzung ist ja, daß die Funktion strengperiodisch, also die 
(m + 1)" nicht mehr mitbenutzte Ordinate am Ende des Intervalls 
gleich der ersten am Anfang ist — die Koeffizienten von insgesamt 
m Gliedern berechnen. Wenn dabei Sinus und Kosinusglieder vor- 
kommen, so sind -|-m Koeffizienten a und ^m Koeffizienten b da- 
mit zu bestimmen. Um die Rechnung kontrollieren zu können, 
treibt man die Ausnutzung des Materials aber besser nicht so weit, 
sondern beschränkt sich auf eine geringere Zahl von Koeffizienten. 

Die gewöhnliche Axt der Berechnung der ^oi^tanten a^ und 
&( ist im wesentlichen eine Auswertung der Integrale (5) in Nr. 10, 
wenn man darin statt der Kurve {(z) den treppenförmigen Linien- 

1) Vgl. Handbuch d. Physik, 2, Aufl. (1909), B. II (Akustik), 8. S7ff. 

2) L. Hermann, PflügeiB Archiv für die gesamte Physiologie 
47 (1890), 46. Vgl. auch J. Lindelöff, ebenda 88 (1901), 69 und 
87 (ISOl), 597. 

S) S. '). Vgl. auch E. Orlich, Auftiahme und Analyse von 
WechaelBtroinkiiryen (Braungchweig 1906, F. Vieweg u. Sohn), S. 76 
u. 90; mit Zusätzen und Ergänzungen abgedruckt im Arch. d. Math, 
u. Ph. (3) 12 (1907), 231—240. 

4) F. F. Martens, Veihandl. der Deutschen Physikal. Geaellsch. 
Jahrg. 11 [Berichte, Jahrg. 7] (1909), 63. Im IT. Bande des Arcfa, d. 
Math. □. PbyB. wird Herr Martens eine weitere Vereinfachang des 
B«cbenschemaB mitteilen. 
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zog einsetzt, der sich ergibt, indem man jede gemessene Ordinate 
mit einem horizontalen Dach von der Länge des kleinen Teil- 
intervalls versieht, das statt des Differentials der Abszisse dienen 
soll (Integration nach der Recht«ckformel). YgL Fig. 3. Setzt mau 
dort t statt X und n statt y (Kreisfreqnenz) , so ergibt sich 
(8)/'(()=fl,sinM(-|-o,Bin2n(-|--+i6o+^«os>.(+6,co82«(-|--. 
Die Oleichnngen (5) von Nr, 10 werden also 



(9) 



«( — ^ / f{t') sin knt ■ d(nt), &^ = -i / f(t) cos knt ■ d(nf), 



wobei nonmehr f(t) 
eine etwa 'graphisch 
aufgenommene Klang- 
kurve ist. Teilt man 
nun z. B. das aus dem 
Diagramm erhaltene 
Onmdiutervall in 24 
gleiche Teile, so ent- 
spricht das einer Tei- 
lung des Winkels 2« 
(Periode der Sinus- 
und Eosinusfunktion) 
M. in Teilinterralle von 
■5J oder 15 Bogengra- 
den. Die angenäherte Berechnung der Integrale (9) gibt dso 
Summen von der Form 

oder 

a^ = ^[/isinl5"+/isiu30»-f ■■■ + r«aiii345''], 
0,= JL[/i sin 30" + /s sin 60» -h ■ ■ ■ -I- /'s» sin 690"j 

and ganz entsprechende fOr &j, &j, . . .. 

Wegen der bekannten periodischen Eigenschaften der Sinas- 
nnd Eosinusfunktion kann man die hier vorkommenden Winkel 
auf die des ersten Quadranten O", 16», 30», 45", 60°, 75", 90», 




Funktion mit 10 Ocdlni 

AbiEliien: Phuenwliikel der Gmndaohwingiuig. 

Ordiuikten: SohwlDgansutaaecblige. 
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iao,-(/,+/'„-/;,-/-„)eij.l5«+«+f,.-fu-/K)nB30« 
+ (f,+f,-f,s-fn)'^*^°+(f,+f,-fa-f«)'^<X^ 

+to+/;-fi.-«»»'6"+tf.-f,>), 

12".-fe + fii-A- /;. + /;. + f.,- A. -«»«30" • 

+ W + /k - /i - A. + /i. + fi. - /i. - « »■■ ew 

12»,- (/; +r,-f,-f,+f, + f„ -f„ - fi. + f„ + A, 

- fn - fn) an «'+ (f, - f, + f„ - fu + ft, - f„), 

12a,- K + f,-f,-ft + f, + f,- f„ - /■„ + At + /;, 

- fa -f« + r«+ h, - fa - /i.) «o 60», 
1205-te+fi-f„-A.)sinl5«+ft,+/-,-/i,~f„)sm30» 

+ tts + f.i-/'.-Ö»«45«+(/'m+ fu-Zi-ZÜsineO« 
+ W + /;, - f„ - ft>) »" '5" + tt - A,), 

i2o,-A-/;+/i-/i+/',-Ai+A.-/;!+/i,-A9+Ai-fc- 

125,-fe-A,-/;,+A.)«'»lä"+tt-/'„-/;.+/'„)co830» 
+W-/i-A.+f.,)=«s45«+(/i-f,-/'„+/'„)eos60« 

+ tt - A - Ai + A.) «»» «• + te - /■!•), 

12S,-(A-/;-/; + A. + A.-A7-A. + /',j)™"30" 
+ W - 4 - f. + Ao + A. - A. - fi. + /;.) »=' 60" 

+ (A-A + Ai-A.), 
i2»,-(A-/;-A + fi + A-A.-A. + A. + A,-A. 

- A. + A.) cos 46« + (4 - /j + 4 -/•„ + /■„ - /•„) , 

12».- (A - A - A + /'s + A - A - A. + Ai + A. - A. 

- A. + Ai + A. - Ao - A. + As) »»» 60« 
+ 0-.-A + A-A + A.-AS + A.-A.), 

12»,-(A-A-Ai+A.)<»>»i6'+(A.-A-A,+Aj»»30« 
+ (A5-A.-A+A)'»««»+(A,-A.-A+A)»»»6o» 
+ (A-Ai-A. + As)»»s'6' + (Ä-A.). 

126,-A-A+A-A+A-A.+A.-A4+A.-A.+A«-A„ 

f=SS 

126,-^A - A + A + A + ■•■ + As- 
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und wenn erwünscht, sogar noch weiter reduzieren, sowie in der 
RecknuBg mittels der Formeln fBr die Funktionen von Wiakel- 
snmmen and Differenzen noch weitere Vereinfachungen erzielen. 

Schreibt man die obigen Ausdrücke in Schlangenlinien so, 
dafl immer Glieder untereinander kommen, füi welche der Funk- 
tionswert (Sinns bzw. Kosinns) abgesehen vom Torzeichen gleichen 
Wert hat, so kann man leicht zusammenfassen und erhält z. B. 
ftlr die sechs ersten Koeffizienten a und b aufier dem konstanten 
Oliede &g der Eosinusreihe nach J. Lahr') die Werte auf 3. 19. 

13. FehlercLnelleii bei der praktischeii FonrieTanalyae. 
Abgesehen von ihrer Unhequemliähkeit gibt die rechnerische An- 
wendong der Ponrieranaijse oft genug Anlaß zu Bedenken be- 
züglich der Bichtigkeit. Die Analyse ist n&mlich recht labil, d. h, 
kleine, der oberfiächlicben Betrachtung ganz entgebende Ver- 
schiedenheiten der darzustellenden Kurve bewirken, daB neae 
Glieder anftreten, die vorher nicht da waren, and daß die Am- 
plituden der vorhandenen Glieder andere Werte bekommen. Solche 
kleinen unterschiede sind bei jedem irgendwie aufgenommenen 
Kurven diagramm vorhanden tmd stammen zum Teil von den Un- 
votlkommenheiten der BegiBtrlervorricbtung, zum Teil aber von 
der üngleichm&Bigkeit der Schwingung selber. Schiebt man nun 
die bei der genauen Ausmessung zutage tretenden Verschieden- 
heiten von symmetrisch liegenden Ordinaten, die also eigentlich 
alle gleich sein sollten, auf die Ungenauigkeit des Apparates 
bzw. der Messung, und faSt dementsprechend diese etwas ver- 
schiedenen Ordinatenwerte ku einem Mittelwert zusammen, so kann 
es leicht geschehen, daß man dadurch eine vorhandene Periodizi- 
tät verwischt und das Ergebnis verschlechtert statt verbessert. 

Diese Gefahr besteht auch bei der Auswahl der Grundperiode, 
also des Intervalls, in dem man die Funktion entwickelt. Ist 
in dem zu analysierenden Klang die wahre Gnindsohwingung 
schwach, dagegen eine der Oberscbwin gongen sehr stark, so ist 
die Klangkurre scheinbar mit der kürzeren Periode dieser Ober- 
schwingnng periodisch. Das Bild dieser kürzeren Periode wieder- 
holt sieb (mit nnwesentlichen Abweichungen) immer wieder, und 
der Unterschied besteht nur darin, daß es sich im Takte der 
längeren, wahren Gruudpenode gegen die Abszisse nachse etwas 
hebt und senkt, was man häufig erst durch sehr sorgfltltige Aus- 



1} Wiedem. Annalen d. Physik u. Chemie 37 (1886), 108. 
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megsun^ erkennt. Das Bild der kürzeren, scheinbaren Grund- 
periode bat dabei tatsftclilicli nicht eine Gerade, sondern die der 
wahren Grandperiode entsprechend e Sinnslinie zur Abszisaen- 
acbse. Übersieht man diese längere PeriodizitSt und bildet ans 
den entsprech enden Ordinaten einer Anzahl der kürzeren Perioden 
die Mittelwerte, so verschwindet in diesen der Einfluß der langen 
Periode ganz, wenn man die Anzahl der zur Mittelbildong be- 
natzten kurzen Perioden zufSllig so wählt, daß sie eine oder 
mehrere ganze Perioden der längeren Art ansfOllen. Denn die 
von der wahren Grün dach wingung herrührenden Ordinatenbmch' 
teile sind dann, da sie sich fiber ganze Perioden (d, b. Über einen 
oder mehrere ganze Ereisum gange) gleichmä&ig verteilen, ab- 
wecbBslnd positiv und negativ, und nach ihren absoluten Werten 
paarweis gleich^), heben sich also bei der Mittelbildung gegen- 
seitig weg. Nimmt man eine andere Anzahl der kurzen, schein- 
baren Grandperiode zar Mittel wertbildting, so fSllt der Einfluß 
der wahren Grundschwingung nicht ganz heraus und veranlaßt, 
daß in der Fonrierentwicklnng Glieder mit kürzeren Perioden, 
allerdings von geringer Amplitude, auftreten, die in Wirldicbkeit 
in dem Klange gar nicht enthalten waren. Dabei braucht die 
Schwingung mit der längsten Periode noch gar nicht einmal von 
vornherein in dem untersuchten Klang enthalten zu sein; sie kann 
auch erst, etwa als Kombinationston (vgl. Nr. 42), in dem Regi- 
strierapparat — gewöhnlich einer Membran mit Schreibstift oder 
Spiegeldien und dgl. — zu dem ursprünglich einfacheren Klang 
hinzugekommen zu sein. Wenn z. B. die reinen T5ne gj und c, 
(^^=384 imd 612 Schwingungen pro Sekunde) auf eine un- 
symmetrisch elastische Membran wirken, so entsteht in dieser der 
DiSerenzton c mit 138 sekundlichen Schwingungen, so daß diese 
Membran nunmehr einen Klang registriert mit den Schwingungs- 
frequeuzen 128 (schwach), 384 (stark), 512 (stark), die im Ver- 
hältnis 1:3:4 stehen 

1) Diese Begründimg ^It fflr eine gerade Anzahl innerhalb der 
Periode; das Ergebnis ist aber anoh bei ungerader Anzahl dasselbe, 
denn es gilt allgemein, wenn r eine beliebige ganze Zahl ist, 

und dcBgl. für die Kosinnsfusktion. 
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Welchen EinfluB das Übersehen der richtigen Qnmdschwlnguiig 
hat, davon kann man sich an einem Beispiel überzengen, indem 
man einmal fär eine Schwingung von bekannter Zusammenaatznng 
die Ordinaten berechnet und dann zusieht, was herauskommt, 
wenn man nach einer der kürzeren Perioden zu entwickeln sucht. 

Beispiel: Es sei 

1,/ \ . . «x , . ixx , . i*x 
f{x) = Äi sm-^ + Ag mn -j^ + At sm ^^ 

I =- sm Y" + 50 sm -j- + 10 sin ^^ • 

Dies ist eiae Schwingung, bestehend aus Grundton mit Amplitude 
A^ = 1, 2. Oberton (Duodezime oder Quint der Oktave) mit Am- 
plitude j4j — 50, und 5. Oberton (Quint der Doppeloktave) mit 
Amplitude A^ =10; sie wird z. B. durch den Klang c, c^ g, dar- 
gestellt. Teilt man die Periode der Grundschwingung 2.L in 
72 gleiche Teile, so entspricht jeder einem Bogen von 6* im 
Argument des Sinus der Qnmdscbwicgung. Berechnet man, immer 
um diesen Betrag fortschreitend, die Ordinaten von f{x) nach (l 1), 
so erhält man folgende kleine Tabelle 1, die graphisch in Fig. i 
(S. 24) wiedergegeben ist; für -f- ist dabei a gesetzt. 

Die sorgfältig gezeichnete Kurve mit ihrem glatten Verlauf 
läBt auf den ersten Anblick das Vorhandensein dreier Kompo- 
nenten nicht ahnen. Daß sie keine reine Sinuskurve ist, ergibt 
sich aus der leichten ünsjmmetrie des Anstiegs und Abfalls, die 
beim oberflächlichen Ausmessen sofort zutage tritt. DaB aber 
eine merkliche langsamere Schwingung mit dem Dreifachen der 
scheinbaren Periode darin enthalten ist, macht sich nur aufler- 
ordentlich wenig bemerkbar. Wie die Kurve mit Weglassnng 
dieser wahren, aber schwachen Grundschwingung aussehen würde, 
ist durch die gestrichelten Kurvenatücke in den Spitzen, wo der 
unterschied allein merkbar wird, dai^estellt, und zwar aus zeich- 
nerischen Gründen schon etwas übertrieben. 

Soll man umgekehrt diese Kurve analysieren, so wird man 
leicht die wahre (längere) Periodizität 2X Obersten und statt 
dessen die mehr ins Auge fallende kürzere Scheinperiodizität 21 
— -T- als Grundperiode wählen. Miflt man in dieser je 24 Ordi- 
naten und faBt zufälligerweise 3 oder fl oder 9 usw. von diesen 
Scheinperioden zur Mittelbildung zusammen, so erhält man, wie 
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Tabelle 1. 
Otdinaten der Schwingungen fix) — 50ain3o: -{- lOsinBo; 

und /'(x) = sina-]-50sin3ii + 10sin6( 
on 5 zu 5 Bogengraden des Argumentes a^-yr fortschreitend. 





.p(a;)-608in3a 
+ 109m6a 




+50Bin3a 




+608in3a 




+50sin3a 






-f 10ein6a 




+10sm6<i 




+103iD6a 


0" 





0* 





120' 


+ 0,3660 


240* 


- 0,8660 


s 


+ 27,9409 


5 


+ 28,0281 


125 


26,7601 


245 


-127,0346 


10 


33,6603 


10 


33,8339 


130 


34,4263 


250 


32,7206 


15 


45,3553 


16 


46,6141 


135 


46,0624 


256 


44,3894 


20 


51,9616 


20 


52,3036 


140 


62,6044 


260 


60,9768 


26 


63,2963 


26 


63,7189 


145 


63,8699 


266 


62,3001 


30 


60,0000 


30 


50,5000 


50 


50,5000 


270 


49,0000 


36 


43,2963 


35 


43,8699 


56 


43,7189 


275 


42,3001 


40 


34,6410 


40 


35,2838 


60 


34,9830 


280 


33,6662 


45 


26,3553 


45 


26,0624 


66 


25,6141 


285 


24,3894 


60 


16,3397 


60 


17,1057 


70 


16,5133 


290 


16,4000 


55 


+ 7,9409 


55 


8,7601 


75 


+ 8,0281 


295 


+ 7,0346 


00 





60 


+ 0,8660 


180 





300 


- 0,8660 


06 


- 7,9409 


65 


- 7,0346 


186 


- 8,0281 


305 


- 8,7601 


70 


-16,3397 


70 


- 15,4000 


190 


- 16,5133 


310 


- 17,1057 


75 


-26,3553 


76 


-24,3884 


196 


-26,6141 


315 


-26,0624 


80 


-34,6410 


80 


-33,6562 


200 


-34,9830 


320 


-35,2838 


85 


-43,2963 


85 


-42,3001 


205 


-43,7189 


325 


-43,8699 


90 


-60,0000 


90 


-49,0000 


210 


-60,6000 


330 


-50,6000 


96 


- 53,2963 


95 


-62,3001 


215 


-63,8899 


336 


-53,7189 


00 


-61,9616 


100 


- 50,9788 


220 


-62,6044 


340 


-52,3036 


06 


-46,3663 


106 


-44,3894 


225 


-46,0024 


346 


- 45,6141 


10 


-33,6603 


110 


-32,7206 


230 


-34,4263 


350 


-33,8339 


16 


-27,9409 


115 


-27,0346 


235 


-28,7601 


355 


-26,0281 


120 





120 


+ 0,8660 


240 


- 0,8680 


360 


, 


~r 


i 


. 


1 


i 


« 


J 


B 



bei der Anordnimg der Tabelle leicht ersichtlich, genaa d 
Werte, wie wenn 

f(x) - 50 sin ^ + 10 sin ^^^ " 50 sln"^ -f 10 sin ^^ 
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Au^QEOgene Ei 



■HlOlla— — du PerladA iL mit nliwuiher Grnnduhwingviis 

GMtriobalM KnnB : Gnmiiiohwiiigimg du — - 

FanktieTts KoiTB iZnganiiDeiigHetite 8«h«iDeimg^(x)350Bln— - 



_»i 



w&re, d. h. wie woim die Schwingung nur aus einem Grundton 
mit der Periode 21 tind seiner Oktave bestände. 

Bei der Mittelbildung aus 2 oder 5 oder 8 usw. bzw. 1 oder 
4 oder 7 usw. Scbeinperioden ergeben sich abweichende Werte, 
die offenbar das Auftreten höherer Glieder der Fourierreihe und 
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somit eine anrichtige Analyse des vorliegenden ziemlich einfachen 
Klanges bewirken. 

Es mögen beigpielsweiae die Mittelwerte der Ordinaten aus 
1 oder i oder 7 nsw. Sobeinperioden benutzt werden, um mittels 
der Ol. (10) von Nr. lä die Glieder der Reihenentwicklung zu be- 
rechnen. Diese 24 Ordinaten werte sind die in der Kolumne 4 
der Tabelle 1 enthaltenen, zu den Argumenten « — bis « = 115" 
gehörigen Werte. Die Rechnung ergibt fOr die Amplitndenkoeffi- 
zienten a and h bzw. die nach Nr. 10 (4) aus ihnen folgenden 
Amplituden A und PhasenkonsUiuten & nachstehende Werte: 





i, - + 1,396 




A,- 0,698 


o, - 50,123 


6, 0,216 


«,-- 16' 


A^ — 50,123 


Bj = 10,696 


*j 0,078 


#j 26' 


A, - 10,695 


o,- 1,090 


t, 0,066 


», 2"63' 


A,- 1,091 


o,- 1,380 


S, 0,046 


&^ 1'65' 


A^— 1,381 


0,- 1,563 


6, 0,043 


#5 — i^se' 


A- 1,663 


0,- 1,630 


6a 0,041 


», 1»27' 


A- 1,«31 


•omit »tatt /•(i)-«in"+50.m5?- + 10«iii5|^ die uo- 


richtige Entwicklang: 


W{x)- 0,698 + 50,123 «n (" ^ 15') + 10,696 «in (~ - 26') 


+ 1,091 si 


.('^-2.53') 


+ 1,381 ■«(-" 


5-l«66') 



+ l,5f 



-— l^Se'l-l- 1,631 sin ( 



-l'*2T 



■)+•• 



Aach die folgenden Koe&ienten a, usw. sind von Null verschie- 
den. Van erhttlt also statt des einen unterdrückten Gliedes viele 
Glieder anderer Frequenzen mit Amplituden von gleicher Größen- 
ordnung wie derjenigen des weggefallenen Gliedes, and außerdem 
Änderung der Amplituden der beiden zurückbleibenden Glieder 
im Höchstbetrage von 7% (10,696 statt 10). 



3. Kapitel. 

Bnsikalisclie Gliedernng des Tonbereichs. 

14. Eiange und Töne. Intensität, HShe und Klangfarbe. 
Zur Erleichterung der Ausdrucks weise werden gelegentlich die 
in der Musik üblichen Bezeichnungen benutzt werden. Deshalb 
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soU hier eine kurze Übersicht Aber daa Wichtigste ans der musi- 
kalischen Ätuatik gegeben werden. 

Die GehQrsempfindungen scheiden sich in Töne oder (in der 
HelmhoHzschett Bezeichnungsweise) ElSnge und Ger&asche. 
Bei den Geräuschen lassen sich zwar auch verschiedene Arten 
erkennen, doch ist die Theorie derselben überhaupt kaum ent- 
wickelt und sehr unsicher, so daß wir sie hier außer acht lassen 
werden. Die KlElnge oder, im gewöhnlichen Sprachgebrauch, 
Töne Bind charakterisiert durch drei Qualitäten oder Eigenachaf- 
ten: 1. ihre Starke oder Intensität, 2. ihre Höhe {frz.hauteur, 
engl, pitch), 3. ihre Klangfarbe (frz. timbre, engl, quaüty). Die 
Tonhöhe hSngt ab von der Schwiugungsdauer oder Periode bzw. 
der SchwingUDgszahl oder Frequenz; hohe Töne entsprechen 
Schwingungen von kurzer Periode (großer Frequenz), tiefe Töne 
solchen von langer Periode (kleiner Frequenz). Die musikalische 
Kennzeichnung eines Tones durch seine Höhe und die physikalische 
durch seine Frequenz sind daher in gewissem Sinne gleichwertig. 

Die Kl angf arbe eines Klanges (Tones) gegebener Höhe wird, 
wie Helmholtz gezeigt hat, durch das Mitklingen gewisser 
höherer Töne, Obertöne bedingt, die zusammen mit dem för das 
Ohr die Tonhöhe bestimmenden tiefsten Ton, dem Grundton, den 
Klang bilden. Fast alle, vielleicht sogar überhaupt alle musika- 
lisch benutzten Töne sind so aus Teiltönen oder Partialtönen 
zusammengesetzt, also eigentlich als Klänge zu bezeichnen. GeDbte 
Ohren können häufig die einzelnen Teiltöne aus einem Klange 
heraushören, wenn die Aufmerksamkeit darauf gerichtet wird; 
die verschiedene Klangfarbe von Tönen gleicher Höhe, die von 
verschiedenen Masikinstrumenten stammen (z. B. Cello, Geige, 
Klarinette, Trompete usw.) wird aber auch von ungeübten Ohren 
ohne weiteres wahrgenommen. Stehen die Schwingungszahlen der 
Partialtöne in den einfachen Zahlen Verhältnissen 1:2:3:4 usw., so 
nennt man die Töne harmonische, andernfalls unharmonische. 

Die Tonintensität beruht auf der Stärke, mit der das Ohr 
von der Schwingung beeinflußt wird; sie geht unter sonst gleichen 
Umstanden der Energie und damit der Amplitude der Schwingung 
bzw. der auf das Ohr auffallenden Welle parallel. Die physio- 
logische Tonintensität, d. h. die Stärke der Gehörsempfindung, 
braucht aber keineswegs der physikalischen Tonintensitat, d.h. 
der Stärke des äußeren Beizea, die in einfacher Weise von der 
Amplitude der au^aUenden Welle abhängt, proportional oder gar 



n,s,t,.,.d Di. Google 



IB. Einteilong des TonbereichB. luterralle, OktAventeiloDg. 27 

gleich zu sein, und ist es auch in vielen Fällen sicher nicht. Die Be- 
sprechung dieser interessanten Beziehnugen gehört aber nicht hierher. 

t)ie einfachen Tdne, d. h. ElKuge ohne ObertSne, entsprechen 
offenbar möglichst ^fachen Schwingungsformen. Als solche 
nimmt man aus bestimmten Gründen die Sinus- bzw. Eosinus- 
form, 30 daß also die Oleicbungen (2) bzw. (3) in Nr. 5 sowie 
die Gleichungen (7) in Nr. 8 einem einfachen Ton entsprechen. 
Die Erfahrung zeigt, daß ESrper, wie Stimmgabeln, die nahezu 
sinusförmig schwingen, besonders reine und ohertonarme Klänge 
geben, wodnrch sich die obige Wahl der Sinusfunktion rechtfertigt. 

16. Einteilung des Tonbereioba. InterraUe, Oktaven- 
teütmg. Physikalisch sind alle kontiauierlich aufeinanderfolgen- 
den Frequenzen gleichberechtigt. In der Musik kann man aber 
aus ästhetischen Gründen keine kontinuierliche Änderung der 
Tonhöhe gebrauchen, sondern muß sie sprungweise vornehmen. 
Der Ausgangston kann dabei ganz beliebig sein. Als brauchbar 
haben sich nur ganz bestünmte Schritte von einem Ton z\x ande- 
ren Tönen erwiesen, die man als musikalische Intervalle 
oder Tonintervalle bezeichnet. Ihre Größe richtet sich nach 
dem mehr oder weniger angenehmen Eindrack, den das Nachein- 
ander erklingen, ganz besonders aber derZusammenklang zweier 
Töne verschiedener Höhe erzeugt. Der Eindrack geht von der 
angenehmen Empfindung des vollen Wohlklanges (vollkommener 
Eonsonanz) durch verschiedene Abstufungen bis zum starken 
Hifiklang (vollkommener Dissonanz). Diese Einteilung be- 
ruht also auf einem rein psychologischen Moment, zu welchem 
das schon Pythagoras bekannte physikalische Gesetz der einfachen 
Terbältnisse der Schwingungszahlen In eigenartiger Parallel- 
beziehung steht, das aber durch dieses Gesetz keineswegs erklärt 
wird. Die physikalische Erktörung der Eonsonanz beim Zusammen- 
klingen von Tönen mit einfachem Schwingnngszahlen Verhältnis, 
der Dissonanz bei solchen mit komplizierterem Yerhältnis, hat 
Helmholtz durch Heranziehung der Schwebungen oder StSBe 
zu geben versucht, d. h. der unter Umstanden auftretenden mehi- 
oder weniger schnellen Intensit&tsschwankungen eines Tones, die 
auf das Ohr Shnlich unangenehm wirken wie das Flackern einer 
Lichtquelle auf das Auge. 

Die vollkommenste Eonsonanz nächst dem Einklang (Uni- 
sono), d. h. dem Zusammenklingen zweier gleich bober Töne, gibt 
flin Intervall, dessen Töne in dem Schwingungszahlenverhältnis 
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1 : 2 Bteheit, gleichgültig, welches die absolute Größe der ßchwin- 
gungszahl ist. Bei diesem Interrall erscheint der höhere Ton 
dem Ohr gewissermaßen nur als die höhere Wiederholung des 
tieferen and umgekehrt, so daß beide in gewissem Sinne als ein 
und derselbe Ton bezeichnet werden können und in der mnsika- 
liBchen Zeichensprache, den Noten, auch bezeichnet werden. Der 
höhere der beiden Töne wird als die Oktave des tieferen, Prim 
oder Prime genannten Tones bezeichnet, weil zur Ausfüllung 
dieses großen Intervalles zwischen beide noch 6 Töne eingeschaltet 
werden, so daß die Oktave der achte Ton, vom Grundton aus ge- 
rechnetjist. Diese Zwischentöne heißen Seknnde, Terz, Quarte, 
Quinte, Sexte, Septime und stehen mit dem Grundton, der 
Prime, daher auch untereinander, in bestimmten einfachen Schwin- 
gungszahlenverbältnissen. Die sieben Töne von der Prime bis zur 
Septime bilden die diatonische Tonleiter oder Skala, die also 
das Intervall einer Oktave, oder kürzer, eine Oktave umfaßt. Die- 
selbe Tonleiter wiederholt sich in der nächsthöheren Oktave, in 
der einfach alle Schwingnngszahlen verdoppelt erscheinen, in der 
darauffolgenden Oktave, wo sie gegen die vorhergehende wieder 
verdoppelt, gegen die Ausgangsoktave also vervierfacht sind, und 
so weiter; ebenso in der n&chsttieferen Oktave, wo die Schwin- 
gungazahlen die Hälfte von derjenigeu der Ausgangsoktave sind, 
und so fort. Der ganze Tonbereich wird auf diese Weise in Ok- 
taven und innerhalb jeder Oktave wieder in kleinere Intervalle 
geteilt Zur bequemeren Bezeichnung wird die Zählung der Ton- 
schritte noch aber die Oktave hinaus fortgesetzt, indem die Se- 
kunde, Terz, Quarte, Quinte der nächsten Oktave als None, De- 
zime, Ündezime, Duodezime bezeichnet werden. 

16. PhysikaUiBOhe und intematdoiiale Stimmiuig. Die 
Töne einer Oktave werden mit Buchstaben bezeichnet. Als Fun- 
damentalton der Oktaventeiinng gilt das c, dem ein Ton von be- 
stimmter Schwingungszahl entspricht. Die verschiedenen Oktaven 
werden durch große und kleine Buchstaben und durch Zufügung 
von Indizes unterschieden. In der sogenannten physikalischen 
oder mathematischen Stimmung (&anz. Schelle, engl pitch) 
sind die Schwingungsfirequenzen aller c ganzzahlige Potenzen von 
2 (vgl. Tabelle 2). Bei Zugrundelegung des eingestrichenen a' mit 
436 Schwingungen pro Sekunde als internationalen Stimm- 
tons werden die Schningungszahlen der c etwas andere. Die 
Tabelle 2 enthält auch diese Werte fOi den Fall der sogenannten 
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Tabelle 2. 
Oktavenbeieichiiiiiig niid Schwiugnngszablen der c 
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gleichschwebeaden Temperatnr (vgl. Nr. 21). 8ie zeigt zugleich 
die yerschi edenartige Bezeichnung der Oktaven, die neben ein ander 
Torkotnmen; ut ist die bei den romanischen Völkern gebränch- 
liohe BeEeichnong unseres c. 

Im deutschen Sprachgebiet sind also nebeneinander vier Bezeicb- 
nungsweisen in Qebrauch, die sich in der höheren Tonregion nur 
durch Form oder Stellung des Index unterscheiden, in der tieferen 
aber auch in bezng auf den Wert des Index abweichen, Ähnlichefi 
gilt hier för die französische Benennung, denn von manchen 
Antoreu (z. B. R. Koenig u. a.) wird ut_^ statt ut^ oder ut, und 
ut_j statt nt_j oder Ut ges.etzt. Es herrscht da also ziemliche 
Verwirrung, und eine sichere Kennzeichnung ist nur durch An- 
gabe der Frequenz möglich; dabei muß man aber noch darauf 
achten, ob sich diese auf ganze Schwingungen (v. d.)') oder auf 
halbe (einfache) Schwingungen (v. s.) bezieht, welch letztere Be- 
zeichnung in Frankreich üblich ist und Mr die alle Schwingnnga- 
zahlen doppelt so groß sind. Qanz zu verwerfen ist es aber, wenn 
gar die französische Indexzahlung der 3. Spalte au das (deutsche) 
C angehängt wird, wie es zuweilen geschieht. Jedenfalls ist die 
physikalische Kennzeichnung eines Tones durch Frequenz bzw. 
Wellenlänge [vgl. Nr. 0, Gleichung (4)] die einzig sichere. 

17. Tonleiter und Benennung der TSne. ITatürUolie 
dia£oniBGlie Dur- und UoUskala. PythagoreiBOhe Skala. 
Die Untei-teilung der Oktave in sieben Stufen erfolgt in der Ton- 
leiter oder Skala (tex. ganune, engl, scale), und zwar in unse- 
rem modernen Musiksystem in zweierlei Art: 1. als natürliche 
diatonische Durtonleiter, 2. als natürliche diatonische 
Molltonieiter. Bei letzterer sind die Intervalle der Terz, der 
Sexte und der Septime von deijenigen der Durskala verschieden. 
Diese Leitern werden beim harmonischen Zusammenspiel von In- 
strumenten mit variablen Tönen (Orchester) benutzt. Daneben 
existiert von alters her 3. die griechische Pythagoreische Ton- 
leiter, ebenfalls diatonisch, d, h. siebenstufig. Bei ihr sind Terz, 
Sest und Septime von denen der natQrlichen Dur- und MoU- 
skala verschieden. Nach Versuchen von Cornu u. a. soll diese 
aus dem Quintenzirkel hervorgegangene Skala von guten Gfeigen- 
spielem und Sängern, wenn sie ohne harmonische Begleitung 
spielen bzw. singen, tatsächlich sehr annähernd innegehalten wer- 



1) Vgl- Nr. 8, S. 8. 
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den. Auf andere ebenfalls mögliche diatonische Skalen können 
wir hier nicht eingehen. 

Tabelle 3. Natflrliclie diatoniBche C-durskala, 

(goSe) (grolfl) (gioBe) 

Name dee Interralls .... Piim 8e- Terz Qnart Qnint Seit Sep- Ok- 
kunde time tare 

Ton c, d, e, i^ ft a, \ c, 

Frequenz 366 883 820 3ill 884 4a8| 480 612 

SchwiDgnngBdiffeienz be- 
nachbarter Töne 82 82 2li 42l 42| 5Sl 82 

Intervall gegen den Gnind- 
ton (Prim) 1 f -J- ^ I f f 2 

Inten'allbenaohbart.Tane | " i* . i v I i! 

Da die mnaikaliaeheij Intervalle physikalisch durch die Ver- 
h&ltnisBe der Schwingungszahlen ausgedrückt werden, so lassen 
sich die Tonleitern ohne Beziehung auf einen Grundton bestünmter 
Höhe einfach mittels dieser Verh&ltniszahlen darstellen; anschau- 
licher aber wird es, wenn mau die Bezeichnung durch Buchstaben 
hinzunimmt, durch die zugleich die absolute Tonhöhe mit an< 
gegeben wird. Man erhalt dann freilich die Skala nur für einen 
besonderen Fall, nämlich für den gegebenen Äusgangston. 

Man geht aus von einem Tone c. Die Töne der zugehörigen 
diatonischen Durskala sind cdefgahc, diejenigen der diatoni- 
schen Mollskala c d es f g as b c, in romanischer Bezeichnung 
ut (do), re, mi, fa, sol, la, si, ut bzw. ut, re, mib, fa, sol, laj», si|7, ut.^) 
Zur TJnterscheidung nennt man die Terz, Sext und Septime der 
Durskala „groSe", diejenigen der Mollskala „kleine", Sext und 
Septime der letzteren wohl auch „verminderte". Die Töne der 
Pythagoreischen Skala werden wie diejenigen der Durskala mit 
cdefgahc bezeichnet. Zur Unterscheidung der abweichenden 
Terz, Sext, Septime fügt man entweder als Index das Intervall 
hinzu, um das sich der eine nadi oben (-{-), oder nach unten (— ) 
in der Tonhöhe von dem gleichbenannten Ton der anderen Skala 
unterscheidet, oder man laßt in der Bezeichnungs weise des Musik- 
theoretikers Moritz Hauptmann die Pythagoreischen, durch 
Quiuteafolge erhaltenen Töne ohne Index und unterstreicht die 
TOD ihnen abweichenden der anderen Leitern, die große Terzen 

1) Beim Singen wird do statt ut benutzt. — Im niedeiländlBchen 
nnd engtischen Sprachgebiet wird unser h b, uiiBer b bes genannt 
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bilden. Diese Bezeichnung ist jedoch nicht allgemein angenommen. 
. Die Tabellen 3 bis 5 geben die diatonische natürliche Dur-, natür- 
liche Moll- und die Pythagoreische Skala für den Grundton Cj in 
physikalischer Stimmung. Sie enthalten auch noch die Differen- 
zen der Schningungszahlen benachbarter Töne und ihre Intervalle, 
d. b. die Yerhilltaisse ihrer Schwingungszahlen. Die Tabellen 
bleiben für alle Oktaven richtig, wenn man nur die Zahlen der 
Zeilen 3 und 4 (die Frequenzen nnd ihre Differenzen) mit der 
entsprechenden Potenz von 2 multipliziert oder dividiert. 

Tabelle 4. Natflrliche diatonische C-molUkala. 

(klalna) (klalna) (kleine) 

Name des Intervalls Prim Se- Terz Qaart Quint Seit Sep- Ok- 

knnde time tave 

Ton c, d, es, f, g, a«, b, c, 

PreqnenE 266 288 307^ 84l| 384 40fl| 460|- 612 

Sehwingnngsdifferenz be- 
nachbarter Töne 32 19^ 34^ 42| 26| 5l| 61^ 

Intervall gegen den Gmnd- 

ton (Prim) 1 1 I I I |- f 2 

IntervaU benachbart. Töne | s "b" f Is f ^» 

Tabelle 5. Pjthagoreiscbe diatonische C-SkaU. 

(PjthnB.) (Pjrth.) (Pjrlh.) 

Name des Intervalls .... Prim Se- Totz Qoart Qnint Seit Sep- Ok- 
knnde time tave 

Ton 0, d, e, ^ g, a, h, c, 

Frequenz 269 988 S24 341^ 384 432 486 512 

Scbwinnmgsdifferenz be- 
nachbarter Töne S2 36 17 J- 42| 48 64 26 

IntervaO gegen den Grund- 

toBtpSiT 1 I tä i ^ u m ^ 

Intervallbenachbart. Töne | f IH f i | "^ 

18. Intervalle der Tonleitern. Gaiutoii, Halbton, Komma. 

Die einzelnen Nachbarintervall e sind verschieden grofl. Das Inter- 
vall -|, z. B. von d gegen c oder von g gegen f heißt groBer 
Ganzton, das etwas kleinere Intervall y, z. B. von e gegen d 
oder von f gegen es, kleiner Ganaton, das erheblich kleinere f*, 
z. B. von f gegen e oder von es gegen d, großer Halbton. Das 
Intervall der großen Terz der Darskala zur kleinen Terz der 
Mollskala, e gegen es, beträgt e : es -' ^ : | — ^ und hei£t 
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kleiner Halbton. Dasselbe Intervall ist znisohen großer und 
kleiner Seit a und as vorhanden. Die abweichenden Intervalle H 
zwischen kleiner Septime b und groäer Seit a, sowie y| zwischen 
großer und kleiner Septime h und b haben keine besonderen 
Namen. Daa Intervall |j| zwischen Quart f und Pythagoreischer 
Terz e, sowie zwischen Oktave c und Pythagoreischer Septime h 
heißt Pythagoreischer Ealbton oder Llmma. Der unter- 
schied zwischen Pythagoreischer Terz und großer Terz, welch 
letztere etwas tiefer ist, also das Intervall ^ : ? =■ fj i f = |o und 
ebenso das der Pythagoreischen Sexte zur großen Sexte a ; a 
"" S-l °" iö *'*'^* Byntonisehes Komma. Es gilt oft als vom 
Ohre nicht mehr recht wahrnehmbar; daher wird der Unterschied 
zweier um 1 Komma getrennter Töne häufig vernachlässigt. Das 
syntonische Eomma tritt auch bei der Bildung der enharmonischen 
natflrlichen Leitern auf, die dadurch entstehen, daß man die 
natürliche Dur- bzw. UoUskata von anderen TOnen der Oktave 
aus aufbaut und dadurch die Zahl der TSne innerhalb der Oktave 
vermehrt (vgl. Nr. 30). Die eben besprochenen Intervalle nebst 
dem spSter zu besprechenden Pythagoreischen oder ditoni- 
schen Eomma und gleichschwebenden Halbton sind in 
Tabelle 6 zusammengestellt. 

Tabelle 6. 

Qroßer Oonzton |^-'^'''|1'= kleiner Ganztoa-j-synt.Eomma 

Kleiner Ganiton i| = J^.|J = großer Halbton -f-klein Halbton 

Großer Halbton |* 

Kleiner Halbton g 

SyntoniaclieB Komma ^ 

DitoniBches (Pythagotei- 

HOhe») Komma |^ (genauer ||JJ^) 

GleichBchwebender Halbton 'f/ä =■ 1,06946 

19. Theoretisoher Aufbau der drei Tonleitern. Die 
beiden natürlichen Skalen lassen sich am einfachaten aufbauen, 
wenn man von dam Zusammenklang je dreier ihrer Töne, d. h. 
einem Akkord (frz. accord, engl, chord) ausgeht Bei der Dur- 
skala bilden die Töne Cj e^ gj, f, a^ Cj, g| h^^ dj je einen gleich 
gebauten Akkord, nämlioh den Durakkord (Durdreiklang). Die 
Intervalle dieser drei auf verschiedenen Grundtönen (o^, f^, g^) 

Kallline: Aknrtlk. I. 8 
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aufgebauten Akkorde Bind dieselben, denn die Schwingungszablen- 
TflrhaltmBae der drei Töne untoreiaander aind in allen drei Fällen 
die gleichen, wie atis Tabelle 3 sofort folgt. Es ist nBrnlich 

'h'-^-Si fi:ai:e, gi:hi:d, 
Das Analoge gilt för die natürliche diatonische Uollskala, wo die 
drei Mollakkorde Cj es^ gj, fj aa^ Cj, gj b^ d^ sämtliche Töne 
der Skala enthalten, wenn man wieder statt des Tones d, seine 
tiefere Oktave d^ in die Skala einfOgt. 
Es ist hier 

c, ea, gl fi as, Cj g, b, dj 

Die Grundtflne der drei angefahrten Akkorde sind der Fnnda- 
mentalton der Skala Cj and ihre tiefere (f) und höhere (gj) Qoint; 
Orundton, höhere und tiefere Quint werden deshalb auch beson- 
ders benannt als Tonika, Dominante und Subdominante. 

Die Akkorde mit dem Schwingangszahlenverhaltnis 4:5:6 und 
10:12:15 sind charakteristisch fhr die natürliche Dur- bzw. 
Mollskala. Andere Anordnung ihrer Töne, z. B. e, g, c^ mit dem 
Schwingungszahlen Verhältnis & : 6 : 8, g^ c, e, mit dem Verhältnis 
6 : 8 : 10 oder 3:4:5 usw. sind die sogenannten Umkehrungen 
der Grundakkorde. 

Diese Akkorde sind die wohlklingendsten, sie geben die beste 
Konsonanz; daher sind die beiden natärlichen Skalen die Skalen 
der harmonischen (vielstimmigen) Musik. 

Die Pythagoreische Skala entbehrt dieses Vorzugs, ihre ent- 
sprechenden DreiklfiDge 

"i «i-fft-l- ^ =1-64:81 = 96 
/;:a,:c=|: g: 2=64:81 = 96 

haben viel kompliziertere Schwingongszahlverhältuisse und sind 
weniger wohlklingend. Dafür ist der Skalenaufbau einfacher; das 
Intervall je zweier benachbarter Töne ist bei fünf Schritten gleich, 
nämlich gleich |; bei den beiden anderen Schritten zwar ab- 
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weichend, aber wieder für sich gleich (-^). Diese Skala eignet 
sich deshalb sehr für die rein melodische (einstimmige, homo- 
phone) Musik, bei der nur eia Fortschreit«Q von Ton zu Ton, 
kein Neben einandererklin gen vorkommt. Sie wird erhalten, indem. 
man vom Fmidamentalton nach oben und nach unten in Quinten- 
schritten (Intervall -§■ bzw. -|) fortschreitet und die so gewonnenen 
Töne ia dieselbe Oktave versetzt. Für die sieben Töne der dia- 
tonischen Ijeiter braucht man fltnf Schritte nach oben nnd einen 
nach unten. 

20. Termfllirang der Töne in der Oktave. Bnliarmo- 
niBOhe TSne. Chromatiaolie Skala. Die in den diatonischen 
Leitern enthaltenen Töne reichen nicht ans, wenn man von jedem 
ihrer Töne als Fundamentalton aasgehend eine gleich gebaute 
diatonische Leiter aufstellen, d. h. die Skala in eine andere Ton- 
art, K. B. G-Dur, F-Moll usw., ttbertragen will {Modulation und 
Transposition). Um z, B. von der Quinte g aus eine natürliche 
diatouisßhe Dnrskala aufzubauen, braucht man folgende Töne, 
deren Intervalle gegen g and gegen c angegeben sind. 

TabeUe 7. Natfirliohe diatonische G-Durskala. 
oBe) (giofie) 
»t Septime Oktave 
g a h o d e &B g, 

Intervall gegen g ifi^fl^ 2 

Intervall gegen o 1 II ^ 2 2x|- 2x|^ 2x|| Sxf 

Hier sind identisch mit Tönen der G-Durskala die TQne c d e 
g h, fast identisch a, dessen unterschied gegen das a der 
G-Dursk&la gleich 1 Eomma (Intervall |J) ist, denn fi = y • |o i 
ganz abweichend und zwischen f und g der C-Skala fällend 
ist der neue Ton fis mit Intervall ^ gegen c. 

Bei der entsprechenden Sbala von der zweiten Quinte d aus 
werden die Abweichungen noch zahlreicher. 

Indem man so weitergeht und auch noch die in den Moll- 
tonleitem vorhandenen abweichenden Töne b, es, as usw. zu Fun- 
dament^tÖnen von Durskalen macht, und umgekehH auf allen so 
erhaltenen Tönen auch Mollskalen aufbaut, kommt man zu immer 
neuen Tönen, die sich in groBer Zahl zwischen die Töne der dia- 
tonischen C-Durskala einschieben. Einige von ihnen fallen nahe 
zusammen mit den ursprünglichen Tönen jener Skala, andere 
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liegen mitten zwischen zwei von ihnen. Man bezeichnet letztere 
duroll den oSchst tiefereu Ton, von dem sie gewisaernia8eu durch 
Erhöhung abgeleitet werden, mittels Anhftngung der Endgilbe is, 
z.B. fis, eis, gig, dis, ais, eis, big, und nennt sie einfach erhöhte 
Töne. Die von ihnen durch weitere eüjfache Erhebung abgeleite- 
ten, welche grSBtenteils mit den nrsprfinglichen diatonischen 
Tönen nahe zusammenfallen, heißen doppelt erhöhte und wer- 
den als fisis, cisis usw. bezeichnet. Durch entsprechende Be- 
ziehung neu hinzukommender Töne auf den nElcbat höheren erhftlt 
man die einfach und die doppelt vertieften Töne, bezeichnet 
durch Anbängimg der Endsilbe ea bzw. eses. Statt bes sagt man 
Jedoch b, und bei den von a und e abgeleiteten Tönen as und es 
wird der Buchstabe e der Endsilbe auch in der Schreibung nnter- 
drfickt, so daß man erhält b, es, as des, ges, ces; bb. eses, asas, 
deses usw. In der Notenschrift werden die erhöhten durch ein 
vor die Note gesetztes jf (Ereuz, fi-anz. diese, engl, sharp), bzw. 
Doppelkreuz " , die vertieften durch ein vorgesetztes ^ (B, franz. 
bemol, engl, flat) bzw. Doppel-B [^ bezeichnet. 

Um die Zahl der neuen Töne nicht ins Unübersehbare wach- 
sen zn lassen, faßt man nach gewissen Prinzipien nahe benach- 
barte, sogenannte enbaimonische Töne zu einem einzigen zu- 
sammen, wenn die dadurch entstehende Ungenauigkeit vom Obre 
nicht oder nur wenig wahrgenommen werden kann. Dadurch 
verringert sich die Zahl derselben erheblich. Bei weitergetriebener 
Yereinfachnng, die allerdings schon recht merkbare Ungenauig- 
keiten und Härten bedingt, kommt man auf 12 Töne in der Ok- 
tave. Die aus dieser Anzahl von Stufen bestellende Tonleiter 
beißt chromatische Leiter; ihre Intervalle sind die chroma- 
tischen Halhtöne. Sie ist ein Kompromiß zwischen der Forde- 
rung reiner Stimmung and bequemer Handhabnng der Instru- 
mente mit fest gegebenen Tönen, z. B. Klavier, Harmonium, Orgel, 
tmd gestattet nur eine sehr beschränkte Modulation mit (an- 
nähernd) reinen Intervallen. Der Aufbau des umfangreicheren 
TonSfStems kann außer nach dem oben skizzierten Prinzip auch 
auf anderer Grundlage erfolgen, ebenso kann auch die Beschrän- 
kung auf eine geringere Zahl TOn Tönen in der Oktave in ver- 
schiedener Weise erfolgen. Hier kann darauf nicht näher einge- 
gangen weiden. 

Die Einschiebung neuer Töne zwischen die Töne der sieben- 
atufigen (diatonischen) Skalen ist schon deshalb nötig, weil deren 
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Intervalle ^um Teil recht uugleicli sind. Sehr einfach und gaoz 
systematisch IS^t sich das bei der Pythagoreischen Skala machen, 
indem man immer in Quintenschritt«» nach oben und nach unten 
weitergeht und die neuen Töne aus den höheren bzw. tieferen 
Oktaven durch Division bzw. Multiplikation ihrer Schwingungs- 
zablen mit passenden Potenzen von 2 in die Ansgangsoktave 
versetzt. Dabei wird die 12. Quinte nach oben annähernd gleich 
der 7. Oktave des Grundtons, so daß sich von der 13. Quinte an 
nBherungsweifie dieselben Töne ergeben, der Kreislauf also von 
vorne be^nnt (Qnintenzirkel oder Quintenzykel). Ea ist das 
Intervall der 12. Quinte gegen den Grundton (f)^', das Intervall 
der 7. Oktave gegen den Grundton 2^, also das Intervall der 
12. Quinte gegen die ihr benachbarte 7. Oktave 



oder nähenings weise 



Vereinfacht wird dies 74 : 73, was man auch nnmittelbar durch 
Kettflnbruchent Wicklung ans dem genauen Wert erhält. Dieses 
Intervall \^ heiBt Pythagoreisches Komma. 

SL Gleiolisohwebende nnd reine musikaliBOha Tempe- 
Tatar. Die bei den Instrumenten mit festen Tönen seit Seba* 
stian Bach allgemein eingeführte chromatische Tonleiter beruht 
auf der sogenannten gleichschwebenden Temperatur (das 
Wort Temperatur hat in der Musik eine andere als die sonst ge- 
brSuchliche Bedeutung des WärmemaBes). Bei dieser wird das 
Intervall der Oktave in 12 gleiche chromatische Halbtonintervalle 
geteilt, so daß jeder Ton ganz gleichmäBig als Grundton einer 
stets gleichgebauten Tonleiter dienen kann. Aber keiner von den 
TSnee dieser Skala auBer der Oktave bildet mit dem Grandton 
ein einfaches, durch kleine Verhol tnisiahten ausdriickbares Intei> 
vall, wie bei der natürlichen oder der Pythagoreischen Skala, Die 
Intervalle sind sogar irrational. Das Intervall des chromatischen 
Halbtons der gleich schweben den Temperatur ist 

^ — 1,05946, 

denn das Produkt dieser 12 Teilintervalle muß das Intervall 2 : 1 
der Oktave zum Grundton ergeben. Die durch einfache Erhöhung 
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40 A- £ap- System mit einem Fieiheitsgrad. Ungedämpfte Eigensch'w. 

(I) eines Tones nnd dturch ebensolche Vertiefung (|t) des nftcltst 
höheren Ganztones erhaltenen Tdne, die bei den uatflrlichen 
Skalen verschieden sind (z. B. eis und des, gis und as uaw.), wer- 
den hier natürlich gleich. Tabelle 6 (zom Teil entnommen aus 
H.Starke, Physikalische Muaiklohre) gibt einen Überblick über 
die Intervalle in reiner {natürlicher} und gleichschwehender Tem- 
peratar. Die vier letzten Zahlenspalt«n geben für die eingestrichene 
Oktave die Frequenzen der Töne bei enharmonisch reiner nnd bei 
gleichschwebender Temperatur in physikalischer Stimmung (c, — 
256 Schwingungen pro Sekunde) und in internationaler Stimmung 
(aj — 435 Schwingungen pro Sekunde). Ausführlichere Tabellen 
der Schwingungszahlen sind die von Stumpf und Schaefer 
herausgegebeneu Toutabellen.') 



System mit einem Freibeitsgrad. Ungedämpfte Eigen- 
schwingangen eines Massenpniiktes. 

32. Hateriolle Funktsyateme. Xinteilnng der wirken- 
deD Ki&tto. Alle schwingenden Körper sind räumlich ausgedehnt 
und erleiden bei den Schwingungen im allgemeinen Formände- 
rungen, sie sind elastisch. In manchen Fällen aber kommen diese 
beiden Momente (^räumliche Ausdehnung und Elastizität) für das 
Endergebnis der Rechnung wenig in Betracht; man erhält viel- 
mehr qualitativ dasselbe, wenn man mit den idealen Grenzfällen 
des starren Körpers bzw. des Körpei-s ohne räumliche Ausdehnung, 
d. h. des materiellen odei' Massenpnnktes rechnet. Daher haben 
die Schwingungen materieller Punkte und Punktsysteme auch für 
die Akustik ihre Bedeutung. 

Wenn die Kräfte gegeben sind, welche auf die -einzelneu 
Punkte eines Punktsystems wirken, so kann man auf Qrund der 
Gesetze der Mechanik die DiSereiitialgleichuugen der Bewegung 
für die Punkte allgemein aufstellen. Die Gleichungen, welche die 
Lage und Geschwindigkeit jedes Punktes als Funktion der Zeit 
in expliziter Form darstellen, kann die mathematische Analysis 



1) C. Stumpf und Schaefer, Toutabellen, Leipzig 1901. Ancb 
in den „Beiträeen zur Akustik und MuBikwisBeuBchaft", hrsg. von 
C. Stumpf, Heft 8 (1901). 
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aber uai fflr gewisse einfache Eraftgesetze durch Integration 
daraus ableiten. 

Die Erfifte können von der Lage und der Geschwindigkeit 
der Punkte abhSngen. Aber selbst wenn sie nur von der Lage 
abhängen, also „LagekrElfte" sind, Ist die Integration der Diffe- 
rentialgleichnngen nicht allgemein möglich, wie ja das Problem 
der Bewegung der Himmelskörper, das sogenannte DreikSrper- 
problem (bzw. VielkSrperproblem) zeigt, bei dem es sich auch um 
Schwingungen im weiteren Sinne handelt. Dort hängen die Ex&fte 
von der relativen Lage der Punkte zueinander ab, wodurch die 
Losung erschwert wird. Verhältnismäßig einfach wird das Pro- 
blem, wenn die Kräfte nicht von der relativen Lage der Punkte 
gegeneinander, sondern von der absolnten Lage im Ranme 
oder, was dasselbe besagt, von der relativen Lage gegen gewisse 
feste Punkte, ihreBuhe- oderQleichgewichtslagen, abhängen. 
Dieser Fall hat für die Akustik bei weitem das grSBte Interesse. 
Kräfte dieser Art sind die rficktareibenden Direktionskräfte, 
welche die Elgenschwingnngen des Systems fiberhaupt erst er- 
möglichen und ihren Verlauf bestimmen. Sie sind stets konser- 
vative Kräfte. 

AnBer diesen Kräften können noch solche wirken, die von der 
Geschwindigkeit der Punkt« abhängen („Geschwindig- 
keits-" oder „Bewegungskräfte"). Hier kann sowohl Größe 
als auch Bichtnng der Geschwindigkeit eine Bolle spielen; der 
wichtigste Fall ist jedoch der, wo die Richtung gleichgültig ist 
und nur die jeweilige Größe der Geschwindigkeit von Einfluß ist. 
Diese von^ der Geschwindigkeit abhängenden KrSfte sind stets 
hemmende, die Bewegung dämpfende und Bewegungsenergie zer- 
streuende, also dissipative Kräfte (z. B. Reibungskräfte). 

Zu den angefahrten Arten können ferner treibende Kräfte 
kommen, die nicht von Lage und Geschwindigkeit, wohl aber von 
der Zeit abhängen. Man behandelt und bezeichnet sie als äußere 
oder eingeprägte Kräfte; sie bestimmen die erzwungene Be- 
wegung des Systems. Der allgemeinere Fall, daß auch die beiden 
anderen Kraftarten (Lage- und Geschwindigkeitskräfte) noch ex- 
plizite von der Zeit abhängen, so daß also z. B. die rücktreibende 
Kraft, welche auf den Punkt in einer gegebenen Entfernung von 
der Ruhelage wirkt, zu verschiedenen Zeiten verschieden groß ist, 
bat immerhin auch eine gewisse, aber doch nor untergeordnete 
Bedeutung. Er läßt sich z.B. dadurch verwirklichen, daß man 
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den schwingenden Körper bzw. das Panktsjstem langsam er- 
wärmt oder abkühlt, wobei die rflckwirkenden Eobäsionskräfte 
sowie die Reibuugskrtlfte sich zeitlich findem. 

Jedem Körper kommt eine gewisse Anzahl von Bewegungs- 
mÖgUchkeiten, Freiheitsgrade der Bewegung, zu, die von seiner 
Natur abbangt. Bei einem ans getrennten materiellen Punkten 
bestehenden System hftngt dieselbe von der Anzahl der Punkte 
und ihrer gegenseitigen Verkettung ab. Die Zahl der Freiheits- 
grade ist so groß wie die Zahl der unabhängigen Koordinaten, 
welche nötig sind, um die Konfigaration des Systems, z. B. bei 
einem Ponktaystem die Lage aller Funkte vollständig zu bestiDunen. 

Ein einzelner frei beweglicher Punkt hat drei Freiheitsgrade, 
da drei nnabhäu^ge Koordinaten erst seine Lage im Baume völlig 
bestimmen; ein Punkt, der auf einer gegebenen PlSche zu bleiben 
gezwungen wird, hat zwei Freiheitsgrade; ein Punkt, der sich nur 
längs einer gegebenen Linie (Kurve) bewegen kann, bat einen 
Freiheitsgrad, stellt abo das rechnerisch einfachst« System dar. 
Wir betrachten hier znnllchst seine typischen, unter Einwirkung 
verschiedener Kräfte zustande kommenden Schwingungsformen, 
die erst das Terständnis der Schwingungsformen komplizierter 
Punktsysteme und der elastischen Körper ermöglichen. Übrigens 
gelten die Bewegungsgesetze des Ponktea mit einem Freiheitsgrad 
ohne weiteres anch fär einen starren Körper, wenn er sich ohne 
Drehung bewegt, und ebenso fBr einen starren Körper, der sich 
nur um eine feste Achse drehen kann; nur ist in letzterem Falte 
statt der Masse das Trägheitsmoment in bezug auf die Dreh- 
achse, statt Geschwindigkeit und Beschleunigung die Winkel- 
geschwindigkeit und Winkelbeschleunignng zu setzen. 

38. TTngedämpfte EigenBoliwiiiguiig bei beliebiger IV>nn 
fler rüoktreibenden Kraft. Der einfachste Fall ist der, wo 
weder äußere (eingeprägte) Kräfte noch dissip&tive Qeschwindig- 
keitskräfte vorhanden sind, und nur eine von der Entfernung des 
Punktes aus seiner Ruhelage abhängige rücktreibende „Lagekraft" 
wirkt. Wegfall der äußeren Kräfte fährt auf die natürlichen 
oder Eigenschwingungen des Bystems, Wegfall der dissipativen 
(Reibnngs-) Kräfte macht dieselben ungedämpft. Nach dem 
zweiten Newtonschen Bewegungsgesetz gilt: Das Produkt aus 
Masse und momentaner BescÜennigung (bzw. aus Trägheitsmoment 
und momentaner Winkelbeschleunigung) ist gleich der wirkenden 
Kraft; oder Beschleunigungskraft und treibende Kraft halten sich 
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in jedem Augenblick dos Oleichgewicht. Die Bewegungarichtong 
des Pankteg sei die a;-Achse in Cartesiscben Koordinaten, seine 
Bahelage der Koordinatenarapning x = 0. Die treibende „Lage- 
kraft" als Funktion seiner Entfernung von der Ruhelage sei durch 
fix) ausgedrtkokt; t sei die Zeit, u die Geschwindigkeit, 3f die 
Hasse des Punktes. Es ist 

(1) Oescfawindigkeit " = ^ i 

(2) BeacMeMigung ^ = -^ . 
Die Bewegungsgleichung wird also allgemein: 

(3) Ä^ -/■(«)■ 

Die Kraft f(x) kann eine beliebige Sanktion von x sein; nur 
muß sie zur Erzeugung von Schwingungen immer nach dem 
Schwingungszentrum o; ~* hin gerichtet sein. Rechnet man eine 
in der positiven a^-Ricbtung wirkende Kraft als positiv, in ent- 
gegengesetzter — x-Riohtung wirkend negativ, so muB also f^x) 
für positive x negativ, für negative x positiv sein. Ist ihr abso- 
luter Betrag (also ohne Bücksicht auf das Vorzeichen) für gleiche 
positive nud negative Werte von x gleich groß, so ist die Kraft 
und die resultierende Schwingung symmetrisch zur Ruhelage, 
andernfalls unsymmetrisch. 

Die Integration der Bewegungsgleichnng (3), einer gewöhn- 
lichen linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Oi'dnung, 
iat allgemein möglich; durch einfache Funktionen, rechnerisch 
bequem, darstellbar ist sie aber nur für gewisse einfache Formen 
des Kraftgesetzes f{x). 

Die allgemeine Lösung wird erhalten, indem man zunächst 
die Geschwindigkeit w statt x als von t abhängige Yariable ein- 
fahrt. Ans (2) and (3) folgt: 

(4) J>f^ -/■(«)■ 

Also, indem man aus (1) rf( — — in (4) einsetzt: 

(5) Mudu.^f(x)dx. 
Dies gibt integriert: 

(6) y «* •^ffix) dx + konst; 
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also wird die Geschwindigkeit 



Hierans fo^ mit Hilfe von (l) die Differential gleicbung zwischen 
X und t: 

(8) ■" =-dt. 

und durch Integration t als Funktion von x : 

woraus Dias nach Ausführung der Integration durch ümkahrung 
X als Funktion von t erhält Bechnerisch laßt sich dies meist 
nur näherongs weise, streng nur in dem einfachsten und zugleich 
wichtigsten Falle durchführen, wenn f(x) proportional der ersten 
Poteni des Abatandes x ist (vgl Nr. 24 — 26), 

Die in der Natur vorkommenden rOcktreibendeu Direktions- 
krKfte sind h&nfig derart, daB man sie durch eine Potenzreihe, 
z. B. die Mac Laurinsohe Reihe darstellen kann. Man kann 
also setzen 
(10) fix) Dx- DV- D'V 

Die negativen Vorzeichen sind gewUhlt, um diese Teilkrflfte als 
rftcktreibende zu kennzeichnen. Sie sind es in Wirklichkeit jedes- 
mal nur dann, wenn das betreffende Produkt „Potenz von x mal 
Konstante" positiv ist für positive x, negativ für negative x, weil 
sich dann die betreffende Kraft immer nach der Buhelsge x —^ 
hin gerichtet ergibt. Dies ist für die ungeraden Potenzen sym- 
metrisch, d, h, für positive und negative x erfüllt, wenn die Kon- 
stanten D, D' usw. positiv genommen werden. Solche von un- 
geraden Potenzen der Entfernung abhängige Kräfte geben also 
symmetrische Schvringungen. Hinzutreten von Kräften, die ge- 
raden Potenzen von x proportional sind, bewirkt ünsymmetrie 
der Schwingungen. Denn diese Kräfte wirken dauernd in der- 
selben absoluten Bichtung (entweder nach -f- ^ oder nach — x), 
wenn nicht beim Durchgang durch die Buhelage a; = die Kon- 
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etanten D', D"' ii£W. ihre Torzeichen ftademj sie wirken aUo nur 
auf der einen Seite rflcktreibend , aäf der anderen dangen fort- 
treibend. Ans diesem Oronde können sie auch nicht allein eine 
Schwingung erzeugen, sondern mir eine vorhandene ändern; sie 
dürfen daher auch niemals die Kräfte mit ungeraden Potenzen 
überwiegen, weil sonst keine Schwingung mehr möglich ist. 

Die Konstanten D, I>\ D" usw. in (lO) sind die rücktreiben- 
den KrSfte, wenn sich der Punkt in der Entfernung x = 1 von 
der Buhelage befindet. Sie werden als Direktionskräfte be- 
zeichnet Bei drehenden Schwingungen, wo x einen Winkel dar- 
stellt, sind es rücktreibesde Drehmomente. 

Da eigentlich kein Grund vorhanden ist, warum nicht auch 
BjmmeMsch wirkende Kr&fte, die geraden Potenien von x pro- 
portional sind, und unsymmetrisch wirkende, die ungeraden Po- 
tenzen proportional sind, vorkommen sollten, so ist die obige 
Reihenentwicklung (lO) für f{x) mit konstanten, an der Stelle 
a: — ihr Vorzeichen behaltenden EoeFGzienten unvollkommen. 
Doch genfigt sie ffir die meisten Näherungsrechnungen. Eine 
andere Entwicklung von fix), welche auch gerade Potenzen als 
symmetrisch wirkende Kräfte einführt, bildet die Entwicklung 
nach Pourierschen Reihen (vgl. 2. Kapitel). Ein spezieller Fall 
der Potenzreihe für f{x) ergibt sich, wenn fix) = Asmx, d, h, 
die Kraft proportional dem Sinus der Ablenkung ist, was bei der 
strengen Behandlung der Schwingungen des physikalischen (und 
mathematischea) Pendels zutrifft und auf elliptische Integrale 
führt. Übrigens kann man ohne weiteres auch mittels der ge- 
raden Potenzen von Beihe (10) symmetrische Schwingungen be- 
handeln, indem man die Bechnung auf das positive Gebiet he- 
EchrSnkt und die Bewegung auf der negativen Seite einfach als 
Spiegelbild der positiven konstruiert. Man muß nur dafür sorgen, 
daß außer der Variablen x selber auch ihre durch die Lösung be- 
stimmten Differential qnotienten ^ und -^ an der Stelle « = 
stetig bleiben. 

24. ITnge(^iapfte sinuBfermige Eigenaohwingiingen. Der 
theoretisch wichtigste, in der Natur freilich nur immer annfthemd 
realisierte Fall ist vorhanden, wenn die Kraft fix) mit der ersten 
Potenz der Ablenkung x proportional ist. Die Beihe (10) be- 
schränkt sieb dann auf das erste Glied — Dx, und man erhSlt 
ungedämpfte sinusförmige (auch pendeiförmige oder har- 
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monisohe genannte) Schwingnngen. Die Gleichongen Nr. ! 
(3) bis (9) werden hier sehr einfech, nKmlich: 



(") 


M^ D« 


oder 




(11.) 


^ + »'.-0, 


wenn man setzt: 




(12) 


i = " 



Die rficktreibende Kraft ist hier also f{x) — — Dx — — Mn'x. 
Durch Anwendung der gleichen Methode wie oben erhält man: 

-^ 4- «*a; = 0, wdu + n'xdx = 0. 

Also durch Integration: 

M* + n*x* = konst. 
oder 
(13) u'-n'ia'-^, 

wenn die additive Integration akonstante =- n'a* gesetzt wird. 
Die neue Konstant« a heißt Schwingungsamplitude. Daraus 
folgt weiter: 

(u) „_lf_„y?^:?_„„yi-(|)', 

also: 

(14a) , '"' -ndt; 

dies ergibt durch Integration: 

(15) arc(Biii-j) = «( + # 
oder umgekehrt: 

(16) x-ami{nt+&), 

wo & und a die beiden willkürlichen Integrationskonstanten sind. 
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Durch Diffäreutiation nach t folgt Meram die GeBchwindigkeit 

(17) « = anfsoB{nt -f #). 

Statt dieser selbBtBndigen Entwicklung kOnnte man natürlich die 
Qleichangen (7) bis (9) von Nr. S8 direkt benutzen und in ihnen 

(18) f(x) Dx Mtt^x 

setzen, wodurch man sofort ans Ql. (7) nnd (9) bei passender 
Bezeichnung der Integrationskonstanten (13) und (15) erhSlt. 

Die beiden Integrationskonstanten a und #, Amplitude nnd 
Phasenkonatante, lassen steh berechnen, wenn man den Schwin- 
gnngszustand (Lage x und Geschwindigkeit u des Punktes) zu 
irgendeiner Zeit i = (^ tonnt. Gewöhnlich wird als diese Zeit t^ 
der Anfangspunkt der Zeit < — gew&hlt; man spricht dann von 
den Anfangsbedingungen des Problems. Allgemeiner werden 
die Bedingungen, welche die Werte der Integrationskonstanten 
bestimmea, Grenzbedingungen genannt, and man hat da zn 
unterscheiden zwischen zeitlichen und räumlichen Qrenz- 
bedingungen. Letztere werden auch als Bandbedingungen be- 
zeichnet. Hier kommen nur zeitliche in Betracht 

Wird z. B. verlangt, daß zur Zeit f = der Punkt durch die 
Buhelage X= hindurchgeht, so muß # ■■ oder gleich einem 
ganzzahligen Yiel&chen von n scld, Soll außerdem bei dem 
Durchgang die Bewegung nach der +a:-Eichtung gerichtet, d. h. 
die Gesdi windigkeit u positiv sein, so muß wegen (17) # <- 
oder gleich einem geradzahligen Vielfachen von n sein. Die 
Amplitude a ist die Maximalentfemung von der Buhelage, 
welche der Funkt bei seinen Schwingungen erreicht. 

Beispiel: 1. Der Punkt wird aus der Buhelage um eine 
Strecke Xq entfernt und ohne Geschwindigkeit losgelassen. Die 
Anfangsbedingungen sind also: fOr t — maß x =-' Xq und w — 
sein. Die Gleichungen (16) nnd (17) ergeben dafär sofort: 

= cos», also # — (4Jt + l)-|- (fc — 0, ±1, ±2, ...) 

X,— a sind, also a — x^^ 
d. h. & muß ein ungerades Vielfaches von ^i "•* einfachsten 
Falle also y> i^"^ ^ ^^^ gleich x^ sein. 
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2. Der Punkt erhält in der Ruhelage x = zur Zeit t ~ auf 
irgendeine Weise die Geschwindigkeit Uq mitgeteilt. Älao muS 
für ( = sein: x — und u — «q. Das gibt: 

= sinO, also ■&— 2fe« (* — 0, ± 1, ± 2, .. .) 

Die £reisfrequenz n und damit die Periode Tnnd Schwin- 
gungsfreqaenz 2f in 1 Sekunde sind nach (12) durch Direktionn- 
kraft 7) und Masse M bestimmt, nftmlich 

(.9) „--)/| „a r-i-V--^"]/!- 

Bei drehenden Schwingungen tritt statt der Masse M das Träg- 
heitsmoment K, statt der Eraft D das Drehmoment ein. Ver- 
größerung der Masse (bzw. des Trägheitsmoments) vergrößert T, 
verlangsamt also die Schwingung; Vergrößerung der Direktions- 
kraft i> beschleunigt sie. 

Die Periode T kann man auch direkt aus (l4a) durch Inte- 
gration erhalten, ohne daß man, wie es in (15) geschehen ist, 
X explizit« als Funktion der Zeit t darzustellen braucht, was bei 
komplizierteren Funktionen oft nicht möglich ist. Man sieht 
nämlich, daß der Differentialausdmck links, absolut — d. b. ohne 
Rücksicht auf das Vorzeichen — genommen, f&r gleich große X 
immer gleichen Wert hat. Daher hat auch das Integral, genom- 
men zwischen den Werten a; = und a; = -|- a, oder -j- a und 0, 
oder und — a, oder — a und 0, immer den gleichen Wert, dem 
auf der rechten Seite eine Viertelperiode -j- , multipliziert mit 
der „Kreisfrequenz" «, entspricht Für den Fall der Gl. (I4a), 
d. h. ftlr SinusBohwingungen , wird die linke Seite gleich -^, 
wenn die rechte -7- ist, woraus Gl. (19) folgt. 

26. Die Energie bei SiunasohTinguiigeii. Die Intensität 
der Schwingung wird durch den Gesamtbetrag der ins Spiel kom- 
menden Energie gegeben. Diese ist in den Umkehrpunkten, wo 
die Geschwindigkeit Null ist, vollständig potentiell, beim Durch- 
gang durch die Ruhelage vollkommen kinetisch, in anderen L^en 
set^t sie sich aus beiden Teilen zusammen. Bei symmetrischen, 
z. B. den SinusscfawinguUgen, ist die kinetische, daher auch die 



n,s,t,.,.d Di. Google 



2&. Die Energie bei SinusBchwiDgungen, 



potentielle Energie in gleicher Entfernung x zu beiden Seiten 
der Buhelage gleich groß. Die Gesamtenergie bei der Binus- 
schwingimg iet 

(20) J!-f„.'-f"'«'. 

also proportional dem Quadrat der Amplitude a. Von zwei 
Schwingungen gleicher Amplitude, aber verschiedener 
Frequenz k, und «j hat diejenige mit größerer Frequenz 
(kleinerer Periode) die größere Energie. 

Die kinetische Energie in einem Zeitpunkt t ist: 

(21) p_f„._^.<,..(„, + 9), 

die potentielle also, gemäß dem Prinzip der Erhaltung der Energie: 

7 = J5— E;"-^^^[l-cos«(Kf+#)] 
oder 

(22) F-?^sin»(«( + #). 

Mit Benutzung von Gl. (16) (Nr. 24) kann man ü" und F auch 
als Funktionen der Ablenkung x aasdrücken, nOmlich 

(23) P- ^"''-;-'') . 7_^. 

Diese Gleichungen sind äbiigena auch direkt ans den Ol. (13) 
(Nr. 24) bzw. (6) (Nr. 23) und der Definition der kinetischen 
Energie U -^ — r — abzuleiten. 

Bei der sinusfarmigen Schwingung eines Punktes ist also die 
potentielle Energie in jedem Augenblick proportional dem Qua- 
drat der Ablenkung x, ebenso wie die kinetische Energie propor- 
tional dem Quadrate der jeweiligen Geschwindigkeit m ist. Das 
hängt damit zusammen, daß die rücktreibende Kraft f(x) =- — JD i 
der ersten Potenz von x proportional ist. Die potentielle Energie 
V ist nämlich hier das „Potential", dessen negative Ableitung 
nach der Sichtung x, also — =— , die in dieser Eichtuug wirkende 
Lagekraft ergibt, wovon man sich mittels Gl. (23) und (12) Nr.a4 
leicht Überzeugt. 

Umgekehrt führt die Annahme, daß die potentielle Energie 7 
eine quadratische Funktion der Ablenkung x sei auf eine rück- 
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treibende Kraft, die proportioiuil der Ablenkimg x ist, also auf 
SinussckwinguDgen. Das gilt auoli Itlr Bcbwingnngssysteme, die 
aus mehreren Punkteu besteben; wenn die potentielle Energie V 
eine quadratische Funktion der Ablenkungen der einzelnen Funkte 
aus ihren EuLelagen Ist, so sind die rüoktreibenden Ki^fte lineare 
Punktionen der Ablenkungen und mau erhalt Sinusschwingnngen 
(vgl. Nr. BO). Diese Annahme quadratischer Abhängigkeit des V 
von den Ablenkungen, also eines linearen Kraftgeaetzes, ist fUr die 
in der Natur herrschenden Verhältnisse eine erste Näherung und 
gilt immer, wenn man in dem allgemeinen Ausdruck für die 
Kraft f(x) [Gl. (10) Nr. 23] die höheren Potenzen gegen die erste 
Temachlässigen kann. Sie wird um so eher erfflllt sein, je kleiner 
die Ablenkungen X bleiben, und bildet somit die Grundlage der 
Theorie der kleinen (eigentlich der verschwindend kleinen) Schwin- 
gungen. Wo die Grenze liegt, an der diese Yemachl&Bsigung 
nicht mehr gestattet ist, mufi von Fall za Fall entschieden wer- 
den, ist aber hftoflg schwer zu sagen. Neuere akustische Unter- 
suchungen Ober die sogenannten Eombinationstöne usw. haben 
gezeigt, daB man in vielen Fällen die höheren Glieder mit be- 
rficksichtigen mufi, auch wenn die Amplituden anscheinend so 
klein sind, daß man geneigt sein kOnnte, sie zu vemachlfissigen. 
(Vgl. daraber Nr. 41 ff. und Bd. U.) 

26. ZTiobt-siDUBförmige symmetriBohe Sohwingnugen. 
Man erhält spezielle Formen derselben, wenn man die ritcktrei- 
bende Kraft irgendeinem Gliede mit ungerader Potenz von x in 
Nr. 23 (lO) oder der Summe mehrerer von ihnen gleich setzt. 
Nach der Bemerkung am Schlüsse von Nr. 93 S. 45 erhält man 
noch andere spezielle Formen auch durch Benutzung von Glie- 
dern mit geraden Potenzen, wenn man die Rechnung auf positive 
Werte von x beschrUnkt ond für negative einfach das Spiegelbild 
der Bewegung der positiven Seite konstruiert. Die erste Integra- 
tion der Differentialgleichung (3) bzw. ihrer veränderten Formen 
(4) und (5) in Nr. 28 laßt sich dann immer ausführen und gibt 
die Gleichung (6) daselbst, die weiter nichts als das Prinzip der 
Energie erhaltung ist und aus der man sofort Gl. (7), d, h. die 
Geschwindigkeit u erhält. Die folgende Integration von (8) eu 
(9) ffihrt aber auf elliptische oder höhere algebraische Integrale. 
Z. B. wird fttr f(x) — — D'V: 



2 B"x* -y/tW' ^ 
'Mi 



(24) w -j/^-konst- 
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wenn die Konstante der Gl. (6) in Nr. 28 gleich ■■ gesetzt 

wird, wobei a nun die Integrationskonstante ist. Oder entsprechend 

Gl. (13) in Nr. 34: 

(25) M» = «"V-^). 

wenn auch hier eine der „Ereis&equenz" n entsprechende Größe 

eingeführt wird. 

Die Viert«lperiode der Schwingung ergibt sich hier mittels 
der Gl, (8) der Nr. 23, indem man für die Quadratwurzel ihren 
Wert u aus den obensteheaden Gleichungen (24) oder (25) einsetzt 
und (26) mit benutzt: £^j 



(27) 



T_ n __dx 1 f ^ 



©' 



Das rechtestehende Integral ist ein elliptisches Integral erster 
Gattung. Es läßt sich durch eine einfache Transformation in die 
gewöhnliche Form verwandeln. Man setzt 



wofür man in den Tabellen der elliptischen Integrale den Zahlen- 
wert 1,85407 :y2 —1,3110 findet.*) 

Daraus folgt also die Vjertelperiode bzw. ganze Periode 

*• ■' 4 on ' an 

1) Ygl. z.B. Jahnke-Emde, Funktionentafeln. Dieae Samm- 
hing Bd. 6. 

4* 
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Die entsprechenden Werte fUr Sinusschwingungen sind: 
fc,Q\ 1 * 1.6708 6.2832 

Es ist also die Periode hier von der Scbwingungsainplitude a ab- 
hängig, während sie bei Sinusschwingangen — und zwar nur bei 
diesen — davon unabhängig ist. Sie nimmt mit wachsender Am- 
plitude ab. Äinljche Kesultate erholt man, wenn die rücktreibende 
Kraft proportional der fünften Potenz der Ablenkung ist. 

97. Nioht-BinusfSrmige Eigens ohwlugiLageu bei beliebi- 
gem, durch Potensreiben dareteUbarem EraftgesetB. Wich- 
tiger als diese Spezialfälle sind jedoch diejenigen, wo die Glieder 
mit höheren Potenzen als Zns&tzkräfte zu einer der Ablenkung 
direkt proportionalen Kraft auftreten. Kommt nur noch das 
quadratische Glied in dem Ausdruck Nr. 33 (lO) in Betracht, so 
erhält man den einfachsten Fall einer unsymmetrischen Schwin- 
gung. Die Bewegungsgleichung lautet; 

(30) M^--Ds-D'x: 

Dabei kann D' gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen wie 
D haben, d. h. das quadratische Glied kann entweder auf der 
positiven oder auf der negativen Seite das erste Glied unterstützen 
bzw. ihm entgegenwirken. Kommt statt des quadratischen allein, 
das kubische Glied D"x^ in Betracht, so erhält man die Gleichung 

(31) M^ J}x- D'V, 

welche in die der genaueren Berechnung der Schwingungen des 
mathematischen Pendels meist zugrunde gelegte Näberungsglei- 
ehung tibergeht, wenn — ßx — D"z^ die beiden ersten Glieder 

der Reihenentwicklung für sin x darstellen , wozu D" = g- 

sein muß. 

Man kann diese und ähnliche Probleme in zweierlei Weise 
behandeln. Entweder kann man durch das allgemeine Integra- 
tion s verfahren der Nr. 23 diejenige Funktion in geschlossener 
Form aufsuchen, welche den Zusammenhang zwischen Ab- 
lenkung X und Zeit t darstellt, wobei man auch sofort den ge- 
nauen Wert der Sohwingungsdauer T erhÄlt; oder — nnd das 
scheint aus gewissen Grftnden (vgl. das am Schlnß von Nr. 11 
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Gesagt«) fBr die Akugtik wichtiger zn sein — man geht von der 
Siuusschwingang als NäherungalSsung ana, indem man zunächst 
TOn den höheren Potenzen in dem Ausdruck der rücktreibenden 
Kraft abzieht, und sucht diese Losung durch Hinzufflgen neuer 
Glieder, eventuell auch durch Änderung der Periode so umzu- 
formen, daB sie die gegebene Gleichung mit genügender Annähe- 
rung be&iedigi. Dies Yerfahren beruht im Grunde darauf, dafi 
man nach dem Fonrierschen Batz jede Funktion in eine Sinus- 
bz». Kosiuusreibe entwickeln kann; nur kennt man hier die in 
entwickelnde Funktion nicht direkt, sondern nur eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, welcher sie genügen muQ, und aus 
der sich ihre Eigenschaften ableiten lassen. Man erhält dabei 
also die Lösung in der Form einer Summe mehi'erer Sinusschwin- 
gungen von verschiedener Periode. Diese Methode hat Lord Ray- 
leigh*^) angewandt. 

28. Biiaktreibende Kraft von der ersten und zweiten 
Polens der Entfernung abhängig. Es gilt die Bewegnngs- 
gleichuug in der Form von Nr. 27 (30), die man auch schreiben 
kann: 

(32) ^S + »'. + ««>-0, 

wobei 

gesetzt ist. 

Die allgemeine lutegr&tionsmethode von Nr. 2S ffihrt bei dieser 
Gleichimg auf ein elliptisches Integral erster Gattung, welches 
die Zeit t als Funktion der jeweiligen Elongation x angibt. Als 
Umkehrung desselben erhält man x als eine elliptische Funktion 
von t. Diese tftßt sich durch eine Fouriersche Reihe darstellen, 
deren erste Glieder man auch auf anderem Wege als Nsherungs- 
lösung der Gleichung (32) ableiten kann, wenn das Glied as^ 
immer klein bleibt gegen n^x. Eine erste NSherungslösung mit 
Yemachlässigung des quadratischen Gliedes ax* ist in diesem 
Falle 3; = Xj=Äcoa (nt + •&); eine zweite, welche auch das Glied 
a3? mit berücksichtigt, wird erhalten, indem man den Ansatz macht: 

(34) x = x^ + Xt, x^ = Äcoa(nt + &), 



1) Lord Eayleigh, Theory of Sound I, §67 ff. 
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wobei A und & die beiden iDtegrationskonstaiiten sind. Man er- 
hält durch Einsetzen dieses Wertes von x in (33) und Weglasaang 
der Glieder, welche ax* als Produkt enthalten, eine ueae Diffe- 
rentialgleichuDg für x^: 

^ + »%--.J'co.'(«i + ») 
oder 

^.^.„■^__?|l_'^ »os(2«f+2»), 

die das partikuläre Integral Xj besitzt: 

(35) 3^ - - 1^ + ^ cos (2m(+ 2#). 
(Vgl. Nr. 87.) 

Genauer wird diese zweite Näherung, wenn man statt der 
Frequenz n, welche die bei WegMl des quadratischen Gliedes a^ 
resultierende Sinusschwingung haben wttrde, eine Torläußg an- 
bestimmte Frequenz m annimmt, und diese nachträglich so be- 
stimmt, dafl die Glieder mit der Frequenz t» in der Gleichung 
sich wegheben. Man erhält n&mlich so als zweite Näherung: 

(36) a; - J cos («.i + #) - ^ + ^ cos (2m( + 2 #). 

Dies gibt in (32) eingesetzt nach einigen Umformungen daselbst 
links den Wert 



+ ^oo.(3«.(+3»)-g^'co.(4».l + 4»)+!^- 

Hier fallen nun die Glieder der Frequenz m, deren Amplituden 
m'Ä und n*A viel größer sind als die übrigen Amplituden, ganz 
weg, wenn man die Frequenz m aus der Gleichung bestimmt: 



(37) „_y„.-!|M', 

oder nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt: 
f37a) ^ = „ i_ _ . 
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Da uA klein aein maß gegen n*, bo genügt meist das Glied mit 

A* allein, also 

(37b) „_„(l-'-^) 

Die Gleichung (32) wird damit annähernd erfüllt, indem die noch 
bleibenden Glieder der linken Seite nnr kleine Werte haben, deren 
GSesamtbetrag bei diesem. Grade der ÄnnShemng vemachl&ssigt 
wird. Allerdings wird dabei ein Glied der Frequenz 3»» Ter- 
nacblSssigt, dessen Amplitude , von derselben GröSenordnung 
ist wie die des einen zur Bestimmung von m mitbenutzten Glie- 
des der Frequenz m. 

Die NäherungslSsung stellt sich also als eine Übereinander- 
lagening zweier Sinus- bzw. (was dasselbe ist) zweier Koainus- 
schwingungen mit den Frequenzen m und 2 m dar, d. b., musika- 
lisch gesprochen, als Übereinanderlagerung der Prim und Oktare. 
Bei stärkerem Einfluß des quadratiacben Gliedes im Eraftgesetz 
würden noch höhere Oberschwingungen auftreten und die Fre- 
quenz m würde noch stärker geändert werden. 

Die Gl. (32) führt auf unsymmetrische SchwingUDgea, wenn 
man sie in dieser Form sowohl für positive wie für negative x 
benutzt; sie läßt aber auch eine Lösung für symmetrische Schwin- 
gungen bei gleichem Eraftgesetz zu, wenn man sie in dieser Form 
nur auf positive x von a: -= bis zum Maximalwert beschränkt^ 
für negative % aber — a statt k setzt. Die Integration läßt sich 
nach derselben Näherungsmethode ausführen, nur muß man be- 
achten, daß nunmehr wegen der symmetrischen Eraft auch die 
Sehwingnngskurve zur f-Achse symmetrisch verlaufen muß. Das 
bedingt aber, daß in der Fourierreihe nur Glieder vorkommen, 
deren Frequenzen ungerade Vielfache der Gruudfrequenz sind. 

Die Form der unsymmetrischen Schwingung wird mit der 
in Gl. (36) gegebenen AnnSherung durch die stark ausgezogene 
Linie BCDEB^Ci der Figur 5 dargestellt, wenn man die Ordi- 
naten x von der Geraden O'E' anstatt von OB als Abszissen achse 
zählt. C und 0^ sind die Durch gangspunkte durch die Babelage. 
Man sieht, daß der Punkt länger auf der negativen Seite verweüt, 
weil die Schwingungadauer dort wegen der geringeren Direktions- 
kraft größer ist. Die ganze Schwingungadauer T— — zerfSllt 
also in zwei ungleiche Teile T^, und T_. 
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Dieselben Kesultate bezüglich der Schwingungsdaner erhält 
man nach F. Ä. Schulze*), wenn man die Gleichung (32) zu- 
nächst Htreng integriert and das sich dabei fflr T ergebende ellip- 
tische Integral durch Reihe nentwicklnng n&herungsweise darstellt. 




?lg. 5. irDfljintJiMrUoliA Boliwfn^iuigj darg«te]]t durah dla K&hflrungalAaimg 



Beispiel. Die rOcktreibenden Kräfte — Dx und ~ D'x* 
sollen in der Entfernung x = 1 cm Ton der Enhelage gleich groß 
sein, oder — was dasselbe ist — man wählt die Entfernung, in 
welcher beide Kräfte gleich werden, als Längeneinheit. Also wird 
!>'=. D und 

D' D , 

Die Schwingnngsfreqnenz der entsprechenden reinen Sinusschwin- 
gongsei 266 in der Bekunde (Ton c,), also « = 2n- 256=1608,6. 
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Dann ist die (Krei9-)Freqiienz der unsymmetrischen Schwingung 
md, (37a) ^^, ^^^, 

„_„(l_____jj. + ...). 

Man erhalt für verschiedene Amplituden A die in Tabelle 9 be- 
rechneten Werte. 

Tabelle 9. 
Elongationen und lE^equenz der nnsymmetriBcben Schwingung. 



Ampli- 
tade 
Ä 


Elong 
positive 


ation 
nagative 


FrequeQZ- 
verbalhiiB 

»■/» 
nacli (88a) 


Frequenz 
(nacli 38 a) 


Frequenz 

N 
angenähert 
nach (38b) 




0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,6 




0,0967 

0,1867 

0,2700 

0,3467 

0,4167 




0,1033 

0,2133 

0,3300 

0,4533 

0,6833 


1 

1-0,0042 

1-0,0168 

1-0,0382 

1-0,0689 

1-0,1096 


266 

264,93 

261,70 

246,22 

238,36 

227,90 


266 

264,93 

251,73 

246,39 

238,95 

229,30 




» 


> 


4 


t 


e 



Die letzt« Spalt« enthält die nach der kürzeren Formel (37 b) 
berechnete Frequenz, Dieselbe weicht erst bei recht großen Am- 
plituden merklich von der nach der andern berechneten ab. Die 
Nullen in der ersten Zeile bedeuten sehr kleine, der Null nahe 
■ kommende Werte, 

Wie weit man mit der Amplitude A gehen darf, ohne daß 
die Lösong (36) ungültig wird, hängt von dem geforderten Grade 
der Genauigkeit ab. Bei A •= 0,5 beträgt die größte im Laufe 
der Eechnung vernachlässigte Amplitude, nämlich die eines Glie- 
des mit der Frequenz 3m bereite etwa 3 Prozent der Gesamt- 
amplitude A. 

29. Hüoktreibende Kraft von der ersten und dritten 
Fotens deTSntfemuug abhängig. Die Bewegungsgleichung wird 

(38) ^U»'« + P«'-0, 

WO wieder "m = w* on^ -jjy = ß gesetzt ist. Eine ganz ähnliehe 
Bechnung führt hier naob Bajleigh^) zu der NSherungslösung 



1) Lord Eayleigh, Theorj of Sound, Bd, I, g 
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58 ^- Kbp- S jBtem mit eisern Freiheitsgrod. ÜDged&mpfl« EigeoBoh'w. 

(39) a; = ^ cos (mt + 9) + ^.g^,"^^, coB (3m( + 3*), 
wobei m zu bereohnea ist ans 



(40) m-]/«»+^ 

oder, da — ^ — klein gegen «' angenommen werden muß, durch 

Reihenentwicklung der Wurzel nSherongsweiae 

(«.) „=„(i+»M-_y^+...). 

Diese Lösung entspricht hier nnn einer symmetrischen Schwin- 
gimg, während die entsprechende ansymmetrische nach demselben 
Verfahren erhalten werden kann wie im vorigen Fall die Bjm- 
metriBche. Die Schwingung entsteht nähemngs weise ans der 
Übereiuanderlagerang von Prim und Duodezime. Die Frequenz- 
Sndemng ist, wie ans dem Vergleich von (40) mit (39) folgt, hei 
dieser symmetrischen von der dritten Potenz der Ablenkung 
beeinflußten Schwingung etwas geringer als hei der vorher behan- 
delten unsymmetrischen, bei der nur die zweite Potenz noch 
mitwirkt. Überhaupt wirkt ünsymmetrie allgemein störender als 
schnellerer Anstieg der rücktreibenden Kraft mit wachsender Elon- 
gation. 

Das wesentliche Ergebnis dieser Behandlung der Schwingungs- 
probleme bleibt, daß man die Funktion, welche die Ablenkung 
aus der Ruhelage als zeitlich abhängige Variable darstellt, in eine 
Fonriersche Reihe entwickeln kann, die sich bei mttBig großen 
Amplituden nÄherungs weise auf die ersten Glieder beschrankt. 
Das ist gleichbedeutend mit dem Auftreten der Oktave bzw. 
Duodezime usw. neben dem Grundton, eine Erscheinung, die also 
immer zu erwarten ist, wenn die rücktreibende Kraft nicht ein- 
fach der ersten Potenz der Ablenkung proportional ist. Derartige 
Abweichungen von der einfachen Sinusschwingung beobachtet 
man fast immer bei tönenden Körpern, ebenso auch in gewissen 
Fällen eine Änderung der Schwingnngsfrequenz mit wachsender 
Amplitude 4- Wenn die Schwingungen elastischer Körper 
— um solche bandelt es sich in der Akustik — auch eine andere, 
kompliziertere Theorie verlangen, so sind dieselben doch in ihren 
Grundzflgen den Schwingungen materieller Punkte ähnlich, 
und deshalb gelten die Ergebnisse dieser einfachen Theorie n&he- 
mngsweise auch fOr sie. 
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80. Hemmende, v. d. Qesohwindigkeit abhängige Kraft. Beibnng 59 
6. Kapitel. 

Gedämpfte Eigenseliwliigiuigeii eines Hassenponktes. 

80. Henuueada, von der Gesohwlndigkeit abh&nglge 
Kraft. Beibimg. Wenn aafler der rücktreib enden, die Bewegung 
erzeugenden Direktionakraft f(x) noch eine die Bewegung hem- 
mende Kraft wirkt, so erlischt die eingeleitete Schwingung all- 
mählich, sie wird ged&mpft. Die vorhandene Schwingungs- 
energie wird dabei zur Arbeitsleistung gegen diese Kraft ver- 
braucht und zerstreut sich aus dem schwingenden System, d. h. 
sie gebt in andere Formen über. Bei mechanischen Systemen ist 
die hemmende Kraft die Keibung in ihren verschiedenen Formen 
wie gleitende und rollende Eeibnng fester Körper, Flüssigkeits- 
reibung usw., bei elastischen Körpern insbesondere die innere 
Reibimg. Die erzeugte Energie ist Wärme, deren Betrag aber 
meist so gering ist, dafi die dabei entstehende Temperatarerhöhung 
vernachlässigt werden kann. Zu der Energiezerstreuung durch 
Reibung kommt bei allen strahlenden Systemen — jeder tönende 
schallaussendende Körper ist ein solches — noch die durch die 
Strahlung bedingte hinzu. Die dadurch erzeugte DSrnpfong der 
Schwingungen kann diejenige infolge der Eeibung übertreffen, 
läßt sich aber theoretisch nur im Rahmen der allgemeinen Elasti- 
zitKtstbeorle mit Bertlcksichtignng der wellenförmigen Ausbreitung 
des Schalles behandeln. 

Die hemmende Kraft hängt von der Geschwindigkeit u ab. 
Sie könnt« außerdem noch von der Elongation x abhängen, wenn 
nämlich die Wirkung einer und derselben Geschwindigkeit bei 
verschiedenen Entfernungen von der Biihelage verschieden groß 
ist. Das würde z. B. der Fall sein, wenn der Punkt ia einer 
Flüssigkeit schwingt, deren Dichte oder Zähigkeit räumlich variiert. 
Wir betrachten jedoch nur den einfachen Fall, daß die Krait bloß 
von der Geschwindigkeit abhängt. 

Das Gesetz der Abhängigkeit kann verschieden sein. Der für 
die Bechnung einfachste, in der Natur häufig mit genügender 
Aunäbemng verwirklichtfl Fall ist derjenige, bei dem die hem- 
mende Kraft der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportional 
ist. Der Fall, daß höhere ganzzahlige oder auch beliebige nicht 
ganzzahlige Potenzen in Betracht kommen, führt zu nichtlinearen 
Differentialgleichungen, die sich nur näherungs weise lösen lassen. 
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60 &■ Eap- Gedämpfte Mgenacliwingniigen eioaB MaaseupunkteB. 

SL Büaktreibende Eiaft proportional dar Ablenktmg, 
Iieinmende Kraft proportional der Geeohwindigkeit. Mathe- 
matisch leicht in strenger Form zu tehandeln ist die gedämpfte 
Sinasschwingung. Man erhält sie, wenn die rücktreibende 

Kraft der EloBgation X proportional, die hemmende Kraft der 
Geschwindigkeit -jr proportional und von der Elongation naab- 
hSngig ist. Die Differenti&lgleiohung der Bewegung wird 

(1) M'^--J),-t'^ „a.r ^ + 2d^ + »%-0. 
wobei 

(2) -g-«' ™d i-2J 
gesetzt ist 

Lösungen derselben erhSlt man durch den Ansatz 

(3) x = a(f', 

wo a eine beliebige Konstante ist, die unter Umständen auch 
imaginär oder komplex sein kann. Die noch unbestimmte GrSBe ^ 
erhält man aus der „charakteristischen Gleichung" oder 
„Gbarakteristik" obiger Differentialgleichung, die sich durch 
Einsetzen des Wertes (8) von x in Gl. (l) ergibt. Dabei wird 
nämlich, nach Absonderung eines gemeinsamen Faktors ef*, als 
Charakteristik erhalten: 

(4) fi*+ 2d(t + «* = 0, 
woraus sich die beiden Werte ft^ und ^ ei^eben: 

(5) ft--ä+>/«'-»', ft--j-y«'-«'. 

Man erhält also die beiden unabhängigen partikulären Integrale 
tf^' und e''»', die man noch mit je einer beliebigen Konstanten a, 
und Oj multiplizieren kann. Durch Addition heider eigibt sich 
das allgemeine Integral, das also, wie es bei der gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung sein muB, zwei 
willkürliche Konstanten Oj und a^ besitzt 
(6) .-Oi.-'+vS'^+o.e-'-l*^. 

Zu untersoheiden sind nun die drei Fälle: 

(starke Dämpfung; aperiodische Bewegung, 
3. S <Cn: geringe Dämpfung; gedämpfte Sinusschwingung. 
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SLHemmendeEraftpropoTt d.GsBchw. 32. Ged&mpfte Siausacbw. 61 

32. Qedämpfte Sinossoliwingiiiig. Für die Akustik kommt 
nmr der dritte Fall ^ < n in Betracht. Dabei wird die Quadrat- 
wurzel yd^ — «* imaginär. Setzt man 

(7) ye'-n^ = VI , t = Y^, 
also 

so erbalten die Exponentialfunktloneu in Gl. (6) komplexe Expo- 
nenten, und man kann ihre imaginären Teile mittels der bekannten 
MoiTreschen Formeln 

e±'' -m C0S2 i »aine 

durch die Kosinus- und Sinusfanktion ausdrücken. Man erh&lt 
damit das allgemeine Integral x in der Form 

(8) X = «"''[(oj + a^} cos vi + »(a^ — a^) sin vi]. 

Diese Form iat nur uooh Bußerllch komplex. Denn wenn man 
jetzt a^ und Oj als konjugiert komplexe Zahlen wählt: 

(9) a^=-^(A — Bi) und a, - i(^-|-P»), 
so gebt sie in die reelle Form Über: 

(10) X — e-^'(Äcosvt + Bsinv(). 
Setzt man weiter; 

(11) J = osin#, S— acos*, 
so kann man statt dessen auch schreiben: 
(10a) * = a^^'am(vt + S). 

Die Größen o^ und a, ia Gl. (8), bzw. ^ und B in Gl. (10), bzw. 
a rmd & in Gl. (XOa) sind die willkürlichen Int^grationskonstan- 
ten, die durch den Anfangszustand des schwingenden Punktes 
bestimmt werden. 

In der Form (lOa), wo natürlich wieder statt des Sinus bei 
passender Änderung der Fbasenkonstante & der Eosinns stehen 
kann, tritt der Charakter der Schwingung »Is gedämpfter Sinns- 
Bchwingnng deutlich hervor. Die Schwingungsamplitude ist hier 
ae~^*- sie ist also variabel und nimmt mit wachsender Zeit nach 
eiuem Ezponentialgesetz ab. Die Ausschlage des Punktes ans der 
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62 f»- Kap- Gedämpfte Eigenscbwingongei) eines MasaenpoakteB. 

Hahelage werden beständig kleiner, erfolgen aber, wie bei der 
ungedSnipften SinnsscliwiBgung, immer in gleicbmElBigen Perioden. 
SS. BfiKiehimgen swisohen Dämpfang (f, Dämpfongs- 
verbältnia f, logaTithmiBOliem Dekrement b oud Sohwin- 
gungsdauer t. Die durcb Gl. (2) l^r. 81 definierte Größe ä 
heißt Dämpfungskonstante, Dämpfungsmodnl oder auch 
Dämpfung; sie gibt die Zeit an, innerhalb welcher die Ampli- 
tude ae-^' auf den e"™ (d. h. auf den 2,71828*") Teil der fOr 
{ av herrschenden Amplitude a herabgesunken ist. Die Frequenz 
der gedämpften Schwingung v ist gemILß (?) Nr. 82 kleiner als 
die der nngedttmpften n, und zwar um so mehr, je größer die 
Dämpfung ä ist; die Schwingungsdauer i^ — ist dementsprechend 
größer als die der ungedämpften Schwingung T. Es ist 

('^) T = T = ^=rJ. = :p^ 



T-v = l^^ = l/W!)" 

statt der Dämpfung ä wird, um die Schwingung zu cha- 
rakterisieren, gewöhnlich das DämpfungsTerhältnis oder noch 
öfter das logarithmiscbe Dekrement angegeben. Das Damp- 
fangsverh&ltnis 1 ist das Größen Verhältnis zweier aufeinander- 
folgender Elongationen (Ausschläge aus der Ruhelage bifi zur Um- 
kehr), die beide nach derselben Seite gerichtet sind. Der Loga- 
rithmus dieses Verhältnisses ist das logarithmische Dekrement 
(natürliches bzw. dekadisches oder Briggsches logarithmi- 
sches Dekrement, je nach der Benutzung natürlicher oder Brigg- 
scher Logarithmen). 

Das Dämpfungsverhältnis hat bei der dnrcb (lOa) dargestell- 
ten gedämpften Sinusschwingnng einen konstanten Wert, nämlich 



(18) I-- 



-■J(t. + l)Bi 



^Bin(yt,-f-g) 



Das natürliche logarithmiscbe Dekrement ist also 

(14) 
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83. Beziehungen zwischeo D&mpfang <f, DämpfnngBTethältnia I naw. 63 

Das dek&disclie (Briggscbe) logarithmiscfae Dekrement b folgt 
hieraus in bekanater Weise durch MnltiplikatioD des b mit dem 
Modul des dekadischen Systems 0,43429. Umgekehrt erhält man 
b aus dem dekadischen Dekrement b durch Division mit 0,43429 
bzw. Multiplikation mit 2,30259. 

Drttckt man nach Gl. (14) d durch das Dekrement b aus, so 
kann man den DtLmpfungsfaktor e^' in den Änsdrücken für x 

[Gl. (8) bis (lOa)] auck schreiben: e * . Hieraus folgt, daB die 

Amplitude ae * in einer Periode t auf den e"**" Teil der zu An- 
fang dieser Periode herrschenden herabsinkt; nach s Perioden ist 
sie auf den e**"" Teil gesunken, also gleich ae~'^ geworden. 

Früher — und häufig auch jetzt noch — wurde als Dämp- 
fimgSTerhältnis It das OrößenverhSltnis zweier aufeinander folgen- 
der Ausschläge nach entgegengesetzten Seiten definiert, und 
dementsprechend als natürliches bzw. dekadisches logarithmisches 
Dekrement A bzw. A der Logarithmus dieser GröBe. Diese Werte 
beziehen sich also auf die halbe Periode; ihr Zusammenhang mit 
den auf die ganze Periode bezogenen Werten f und b bzw. b 
ist offenbar st 

(16) i-.T_y-,, ^_|. 

Die durch Gl. (12) angegebene Tergrößemng der (ungedämpf- 
ten) Schwingungsdauer T in t durch Hinzutreten der Dämpfung 
läßt sich mittels des logarithmischen Dekrementes einfach aus- 
drflcken in der bekannten Beziehung 

oder mit dem Dekrement der alteren Defiuitdon noch einfacher 



(16.) i,_i^ü±z_]A7^'. 

Die Schwingungsdauer z läßt sich in verschiedener Form aus- 
drücken, nämlich außer der durch Gl. (12) und (16) gegebenen 
noch folgendermaßen: 

Y M 4Jlf' Y 4Jfi) 
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64 (> Kftp. QeUmpfte Eigeiuchwuiguiigeii eines Musenpnnktea. 

Beispiel: Eine Kugel von der Masse 100 g sei an einer 
leichten Spiralfeder aufgehängt, deren elastiache Kraft so groß 
gewählt ist, daß sie durch ein angeh&ngtes Gewichtstfick von 
10,19 g nm 1 cm verlUngert wird. Die rflcktreibende „Direk- 
tionskraft" D entspricht dann gerade 10,19 Gramm- Gewi cht oder 
10,19-981 =- 10000 Dynen (da 1 g-Gew. — 981 Dynen ist). 
Also folgt für die Periode und Schwingnngsfrequenz, die das 
Bystem ohne Dämpfung haben würde: 

T - 2.y| _ i^Y^ - II - 0,6283 S.ku«d.n, 
und 

« = -y — ' 10 Schwingungen in 6,283 Sekunden. 

Ist nan die „Dämpfung" (durch Luftreibnng usw.) S — 0,735, so 
wird das Dekrement (bezogen auf die ganze Periode): 

dekadisches b = 0,2000, 
natfirliches b — 0,4605. 
Das Dämpfirngsverhältnia also I — 1,5849. Femer 
Periode t-T- 1,0027, 

Kr^isfreqnenz v - ^ - j~ =- «(1 - 0,0027) 

= 9,9973 Schwingungen in 6,283 Bekunden. 
Frequenz N" ^ ^ aisa ^ 1)5911 Schwingungen 

in 1 Sekunde. 
Ans S — 0,2000 folgt 10b = 2,0000, 20b = 4,0000 usw. 
Also sinkt die Amplitude nach der 1., 10-, 20- ganzen Schwin- 
gung usw. auf den f = 1,5849'"', den P— 100*™, !~ — 10000*" 
Teil der Änfangsamplitnde usw.; sie ist daher bei dieser starken 
Dämpfung schon nach 10 Schwingungen sehr schwach, nach 
20 Schwingungen praktisch ganz unmerkbar. 

84. Dämpfung und Abklingnngszeit. Statt DSmpfimgs- 
konstante S oder Dämpfonga Verhältnis I oder logaritbmiaches De- 
krement b bzw. ji anzugeben, kann man zur Kennzeichnung der 
Dämpfungssl£rke auch die Zeit (Abklingungszeit) oder die An- 
zahl S der Schwingungen angeben, nach Verlauf welcher die Ampli- 
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34. D&mpfbng nnd ÄbUingniigsKeit. 



tude anf einen bestimmten Bracbt«il — , z. B. den zehnten Teil, 
der Anfongsamplitade berabgesunken ist. Die dazu nötige Perioden- 
zabl erhält man bei gegebenem natürlichen Dekrement b offenbar 
aus der Beziebimg 



als 

(18) »-iloi 

Aus derselben Glei- ifio 
chung er^bt sich natOr- 
lich nmgekebrt das De- 
krement b, welches der j^ 
durch die Werte von s 
und^ bestimmten Dämp- 
fung entspricht. 

Beispiel: Eine 
Stimmgabel von 128 
Schwingungen (Ton c) 
macht Schwingungen, 
bei denen die Amphtnde 
der Zinkenenden anfangs | 
0,5 mm, nach 10 Se- | '^ 
künden (entsprechend ~ 
s = 1280 Schwingungs- ß 
Perioden) 0,1 nun be- | i,jo 
trägt, also auf den ftLnf- | 
ten Teil gesnnken ist. < 
■a- -^ 0,6 , I 

Hier ist ? = ni=*"i ^'."C 

also wird das natürliche ^_ 

logarithmiscbe Dekre- 
ment b = y^ ■ log nat 5 i»"pf»w 

,001267 und das .11188108«« Koire — . Sek^Hchei lagu. 

dekadische Dekrement Dobemant i tm die gHtrioheiu Knrre . 

"rdln&tfln; DbmpfungivarhUbdi der TollparlodA 



b - 0,0005459. 



b.w. 1=10* 



So starke Dämpfun- iT^^'S''" ^""* r V"'' "^,*"'^""ST^ 

. '^ hftlEDiB der TotlLergAhendeD eqf folgandea Fanod« 



gen wie in dem Nr. 38 
angefahrten mechani- 

Ksltbn«: AkiuUk. I. 



°(— 11' 
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6. Kap. GeiUmpft« Eigenschvisgiiiigeii eineB HaBB.enpiuikteB. 



Log. Dekrement der 
Vollperiode 


Dämpfuugs- 
TerhUtniB 
der VoU- 
periode 

l-el-io' 


Amplituden- 

laeli einer 
Vollperiode 


Perioden- 
Verhältnis der ge- 
dämpften (r>Qnd 
nngedämpften 


aetÜTlichea 
b-lognatt 


dekadiicliei 
i-logBriggl 


i=y-+Ä 



0,001 
002 
003 
004 
006 
006 
007 
008 
009 



0,00043 
087 
130 
174 
217 
201 
304 
347 
391 


1,0010 
20 
30 
40 
60 
60 
70 
60 
90 


1 
0,9990 
9980 
9970 
9969 
9960 
9940 
9930 
9920 
9910 


1 

1,0000000 
00 
Ol 
02 
03 
04 
06 
08 
10 


0,01 
02 
03 
Ol 
06 
06 
07 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
14 
16 
16 
17 
18 
19 
20 


0,00434 
00869 
01303 
01737 
02171 

02606 
03040 
03474 
03909 
04343 
04777 
06212 
05646 
06080 
06614 
06949 
07383 
07817 
08262 
08686 


1,0101 
0202 
0305 
0408 
0513 
0618 
0725 
0633 
0942 
1052 
1163 
1275 
1386 
1603 
1618 
1735 
1663 
1972 
2092 
2214 


0,9900 
9802 
9704 
9608 
9612 
9418 
9324 
9231 
9139 
9048 

6669 
8781 
8694 
8807 
8621 
6437 
8353 
8270 
8187 


1,0000013 
0061 
0114 
- 0203 
0317 
0456 
0621 
0611 
1026 
1267 
1632 
1624 
2140 
2482 
2850 
3242 
3660 
4104 
4672 
5066 


1 


i 


> 


* 


1 
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84> DBmpirmg und Abklüigimgszeit. 



Zui 


Rachnnag mi 


t gedämpft 


en SobwingnD 


gen 


TerliältniB 
derPerioden- 


Ämplitoden- 
abnähme 


TeihUtnii 


Log. Dekrement der 


Freqnenien- 


.»ch .is« 


der 


Ealbperiode 


qaaditite 


Halbpetiode 


Halbpenode 




f' n' 


i-.-'-lo-^ 


i-^-10^ 


dekodiecbeH 


nittfirlicbee 


T>-7> 


h 




i- log Brigg it 


^-loguati 


1 


1 


1 








1,0000000 


0.9995 


1,8006 


0,00022 


0,8005 


Ol 


9990 


10 


043 


801 


02 


8985 


15 


866 


0016 


04 


8980 


20 


087 


002 


06 


8875 


25 


109 


0025 


09 


9978 


30 


30 


003 


12 


9865 


35 


62 


0036 


16 


9960 


40 


74 


004 


20 


9965 


45 


96 


0045 


1,0000020 


0,99SO 


1,0050 


0,00217 


0,006 


0101 


9900 


010 


00434 


Ol 


0228 


9851 


015 


00061 


016 


040S 


9802 


8202 


00868 


02 


0633 


8753 


0254 


01088 


025 


0912 


8785 


0385 


01303 


03 


IMl 


8058 


0366 


01620 


036 


1621 


9608 


0408 


01737 


04 


2052 


9660 


0460 


01964 


045 


2633 


9512 


0613 


02171 


06 


3065 


9465 


0566 


02389 


065 


3648 


8418 


0618 


02806 


06 


4281 


8371 


0672 


02823 


065 


4966 


8324 


«25 


03040 


07 


5899 


9277 


0779 


03267 


076 


6485 


9231 


0833 


03474 


03 


7320 


9185 


0687 


03692 


086 


8207 


8139 


8942 


03808 


09 


9144 


8084 


8897 


84126 


096 


10132 


8048 


1062 


04343 


10 


. 


. 


■ 


. 


.. 



D,g,l,.,.d Di. Google 



68 6. Kap. Qedämpfle Eigenscliwingniigen einea M&sseiipmiUeB. 

sehen Beispiel sind bei akustischen Schwingungen gewöhnlich 
nicht vorhanden, wenigstens bei den Schwingungen der meisten 
als Tonqaellen benutzten KSrper. Das (dekadische) Dekrement 
von Stimmgabeln z. B. ist sehr viel kleiner. So fand Hartmann- 
E e mp f ^) an Stimmgabeln von der Schwingungszahl 1 00 pro 
Sekunde bei kleinen Amplituden Werte von etwa 0,002 für das 
dekadische Dekrement b. Dem entspricht das Dämpfungsverhältnis 
I = 1,0046; nach 100 Schwingungen (= 1 sek) ist die Ampli- 
tude auf den V^ ^ 1,5849*™ TeU, nach 1000 (= 10 sek) auf 
den V"^ — 100"™ Teil gesunken, nach 2000 Schwingungen 

1,00 1,00 

Flg. 6 b. 

Amplitddfiiubiifthme In 

einer Pariode fOi die 

expooentLeU gedimpfte 

^^T^ 0,90 0,90 ainnsBohwingiuiB. 

- Abutiiisn: tf*nidicb. 

^ I Dakremenl ti fttr die 

5 »mgeiogBn« Eime 

f . DekMUecbei 

I T 0,S0 0^0 Dekremml ti ta, die 



bdiderfolgsndsn 



Ä)' 



(= 20 sek) auf den !*•"•* =■ lOOGO"" TeU. Zu bemerken ist da- 
bei noch, daß das Dekrement (und D am pfungs Verhältnis) bei 
diesen schwingenden elastischen Edrpern durchaus nicht konstant 
ist, sondern mit wachsender Amplitude selbst stark anwächst, 
bei einer der untersuchten Gabeln von 0,00116 bis 0,00722, 
wenn die Amplitude (Ausbiegung der Zinken aus der Buhe- 
lage, in Bogengraden gemessen) von 0,426" bis 1,660" ansteigt. 
Auf solche schwingenden Systeme ist also die Gleichung (10 a) 
Nr. S2 eigentlich nicht anwendbar, , da das Dämpfungagesetz ein 
anderes ist. Diese Oleichuug setzt konstantes Dekrement voraus, 
während es bei jenen Stimmgabeln nahezu linear mit der Am- 

1) Hartmann-Eempf, Inaug.-Diaaert Wüizbnrg 1908; Annaten 
der PhyBik 18 (1904), 121. 
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plitude ansteigt. Dia hier behandelte gedfimpfte Smusschwin- 
gaug mit konstanter D&mpfdng ist daher nar ein idealer Fall, 
der vött der Wirklichkeit oft erheblich abweicht. Zur strengen 
Behandlung der ja immer gäd&mpften Eigeuschwingmigeii elasti- 
scher Körper müßte man die verschiedenen Ursachen der Dämp- 
fuag (innere Beibnng bei elastischen Edrpem, äußere Reibung 
gegen das um- 
gebende Mittel, 
Ener^eabgabe an 
dieses durch Er- 
regung von Schall- 
wellen — kurz Aus- 
strahlung genannt 
— usw.) einzeln 
ostersuchen; dabei 
zeigt sich, daß man 
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dämpfende Kraft 
einfach der ersten 
Potenz der Ge- 
schwindigkeit pro- 
portional setzen und 
den Proportionali- 
tStsfaktor konstant 
annehmen darf. Es 
fehlen aber vor- 
läufig noch die ex- 
perimentellen Un- 
terlagen für einen 
richtigen Ansatz , 
der Bewegnngsglei- 
chung, und die ma- ^b,, 
thematische Ana- 
lyse bereitet oiatäiien' i] VerhutBii . 
Sohwieriekofn J^fSS^ÄS 

oder versagt ganz. «)4aldrat diMM VeiUltnlu« ludsib ikiUB«Di«na aua 

DieFigurenGa, b»«"!»'" Kurr,]. 
6 b und 7 zeigen den Verlauf der ffir die exponentiell gedfimpfte 
Sinusschwingung charakteristischen Größen (Dämpfungsverhaltnisf, 
reziprokes Dämpfungsverh&ltnis oder Amplituden abnähme in dner 



Loff. DekrenuiU b brw^ b ^ 

Fig. T. 

idADrerhAltala -^ = — und Qnadnl deu&Ib«D : 

exponmelell gedimptta Biumioliwliigimg. 
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70 6. Eap. Uitflchwingen und ReBonuiz ohne Bückwirknng. 

Psriode -=- und Terh&ltiiiB -^ der Periode der gedBmpft«n und der 
ungedimpften Schwingung). Die Abszissenirerte stellen fBr die 
ausgezogenen Eoiren daa natflrliche logarithmische Dekrement b, 
für die gestrichelten das dekadische Dekrement b dar. 

6. Kapitel. 

Mitschwingen and Resonanz oline Rflckwirknng. 
Erzwungene Schwingungen eines Hassenpnnktea. 

35. Erzwungene Sohwingongen im allgemeinen. Wenn 
von einem schwingenden System Wellen In das umgebende 
Uedium ausgehen and diese auf ein zweites schwingnngsf&higea 
System treffen, so wird es zum Mitschwingen mit dem ersten an- 
ger^. Solche Beeinflossong findet immer statt, wie verschieden 
auch die Eigen seh wingongsperiode des zweiten Systems von der 
Periode der ankommenden Wellen, also auch von der des ersten 
Systems sein möge. Sie wird aber besonders stark, wenn beide 
einander gleich (bzw. bei gedämpften Systemen naheza gleich) 
Bind. Han nennt die dann auftretende Erscheinung, die sich in 
besonders krSftiger Erregung des zweiten Systems äußert, Reso- 
nanz. 

Im allgemeinen flbt das zweite System, wenn es zum Schwin- 
gen gebracht ist, nun auch seinerseits eine Einwirkong auf das 
erste System aus. Diese Eückwirkting ist um so geringer, je 
kleiner die Masse bzw. das Trägheitsmoment des zweiten Systems 
im Vergleich zum ersten ist, und kann dann zuweilen ganz ver- 
nachlBasigt werden. Die Vernachlässigung ist auch bei gleichen 
Massen (Trägheitsmomenten) immer dann gestattet, wenn beide 
Systeme weit voneinander entfernt sind und die Schwingungen 
sich frei ausbreiten, also nicht etwa in BChren entlanglaufen oder 
durch Spiegel konzentriert werden. Denn dann trifft von der aus 
dem zweiten System, dem Empfänger, wieder abgegebenen Energie 
nur ein so geringer Bmchteil das erste, den Sender, daß dieses 
in seinen Schwingungen dadurch nicht merklich beeinfiuBt wird. 

In solchen Fällen kann man ganz davon absehen, daB die Be- 
wegung erst von einem schwingenden System erzeugt wird, und 
kann die Sache so ansehen, als ob eine selbständige, von äußeren 
Umst&nden unabhängige, periodische Kraft auf das empfangende 
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System wirkt. Andernfalls muB m&n Seuder- und Empfangssyetem 
in ihren Wechselwirkungen betrachten und konunt damit aof das 
Problem der gekoppelten Sohwingungsysteme, das nener- 
dings eine große Bedeutung snch auf anderen Gebieten, z. 6. bei 
elektrischen Schwingungen, gewonnen hat. Aof dem mechanisch- 
akastischen Gebiete spielt die Koppelung zweier Systeme eine 
sehr große Rolle; jede Pfeife ist z. B. ein gekoppeltes System, be~ 
stehend ftns dem tonerzengenden Teil (Lippe, Znnge) and dem 
tonrerstilrkenden (Pfeifenrohr); der strengen mathematischen Be- 
handlni^ stellen sich aber meist außerordentliche Schwierigkeiten 
entgegen. 

Bei Außerachtlassen der Koppelung und Anns,hme einer nn- 
abh&ngigen, auf das Empfangssystem wirkenden periodischen 
Kraft erhält man den einfachsten Fall erzwungener Schwingungen. 
Die treibenden Klüfte h&ngen hier also zum Teil von der jeweili- 
gen Konfiguration des Systems (Ablenkung aus der Ruhelage), 
zum Teil nur von der Zeit (äußere oder eingeprägte periodische 
&aft) ab. Dazu kommen dann die hemmenden (dämpfenden) 
Reibungskräfte, die von den Geschwindigkeiten abhängen. 

Für den materiellen Punkt als 8yst«m mit einem Freiheits- 
grade erhält man somit die Differentialgleichnng der Bewegung: 

(1) K-g = rt^) + ü(^,^+fi(0. 

Für f{x) kann man wie früher, Nr. 2S Gl. (10), —Bx — DV 

— D"x' — ■•• setzen, 8{t) kann eine beliebige periodische Funk- 
tion der Zeit t sein, die Reibungskraft B(x, -tt) wird im allge- 
meinen eine komplizierte Funktion der Ablenkung x nnd Ge- 
schwindigkeit --jT sein. 

36. ErswimgeDe Sohwingnngeii eines Systems mit ex- 
pouentlell gedämpfter sümsfCrmigerEigenBOliwliiguiig, Ein- 
fech wird das Problem, wenn f(x) = — Dx ist und B (x, -^j 

— — 6 -3T , d. h. die hemmende Kraft proportional der jeweiligen 
Geschwindigkeit nnd anabhängig von der Elongation ist. Bann 
hat man erzwungene Schwinguagen eines Punktes, der gedämpfte 
sinusförmige Eigenschwingungen auszufilhren vermag; ihre Difie- 
rentdalgleiohnng wird 
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oder 

(2") & + "|f + A-isc,), 

wenn wieder 

(3) J_„> ™a A_2, 

gesetzt wird. 

Das allgemeine Integral dieser linearen, aber nicht homogenen 
(weil die rechte Seite nicht Null, sondern gleich einer Fnoktion 
der unabhängigen Variabein (, der Störungsfunktion, ist) 
DifTerentialgleichung zweiter Ordnung muB der Theorie gemäß 
zwei willkürliche Integrationskon stanten oder Parameter enthalten, 
mittels deren man den Anfangsbedingnngen des Problems genflgen 
kann. Irgendeine Funktion von t, die zwei solche Konstanten 
enthält und die Differentialgleichung befriedigt, ist ihr allgemeines 
Integral. Man erhalt es offenbar, wenn man zu einem auf irgend- 
welche Weise gefundenen Integral der GL (2) ohne willkürliche 
Konstante (Hauptintegral) das allgemeine Integral der in 
Nr. 81 bis S4 behandelten Differontialgleichiing addiert, die sich 
aus der vorliegenden nicht homogenen Gleichung durch Nullsetzen 
der rechten Seite ergibt. Man setzt also das gesuchte Integral 

(4) ^ x = ^,-\-^„ 

(5) a^ = ?le-*'Bin(Wf #) 

sein soll. Ist x^ ein Integral, welches der Gl. (2) genügt, so ge- 
nügt auch x^ •+■ ^t derselben, wie ohne weiteres klar ist. Die 
Form (6) für ar, entspricht einem mäßigen Dämpfungsgrad (d<K) 
des Seh wingungs Systems, bei dem Eigenschwingungen möglich 
sind. Wäre £ > n, so müßte man für a:^ die aperiodische Form 
Gl. (6) Nr. 81 wühlen. Dadurch wird an den folgenden Entwick- 
inngen aber nichts g^ndert 

87. Bingepr^^e Kraft eine nngedämpfte Sinuasobwin- 
gang. Für eine beliebige Form der eingeprägten oder Kufie- 
ren Kraft — auch Störungsfunktion genannt — läBt sich 
das Integral der Gl. (2) nicht in geschlossener Gestalt angeben, 
wohl aber für den Fall, daß dieselbe eine einfache Sinusschwin- 
gung ist, also die Form Asinx^ oder J.ooax< hat, was beides 



n,s,t,.,.d Di. Google 



87. Eiugepr&gte Kraft eine imgedilmpfte SianBBchwingang. 73 

auf dasselbe hinauskonunt. Die za int^riereude Oleicbuiig ist im 
ersten Falle also: 

Uan kann de durch Frobieren lösen, indem man eine geeignet 
Bcheinende Funktion probeweise als Integral aufstellt und zusieht, 
ob sie allen Forderungen genügt. Es liegt nahe, als Integral x 
eine periodische Funktion rom gleichen Charakter wie die Stü- 
rungsfauktion zu nehmen, also eine ungedHmpfte Sinusftinktion, 
deren Amplitude und Phase aber noch unbestimmt gelassen wer- 
den. Ist dieser Ansatz richtig, so mfissen diese beiden GrdSen 
sich so bestimmen lassen, daß x für alle Zeiten der Gl. (6) ge- 
nügt. Tatsichlich gelingt das mit der Annahme 

(7) x^ — asia{tit—»), 

wobei gleich durch die negative Phasenkocstante — 9 ausgedrückt 
ist, daß gewChnlich die erzwungene Schwingung sich gegen die 
erregende Kraft S(t') verspätet. 

Führt man dieses X^ in Gl. (6) ein und setzt dann für t solche 
Wert«, daß die darin auftretenden trigonometrischen Funktionen 
bekannte einfache Werte annehmen, so kann man daraus die 
Größen a und ß bestimmen. Setzt man z. B. ( einmal = 0, ein 
andermal ^ r-, so erhält man nach einigen einfachen Um- 
formungen: 

2S%acoaB — {n'—K*)a sinö== für ( -- 0, 

2d«0 8iE©-|-(«*— "*)»cose = ^ für( — -^, 
woraus sofort folgt; 

(8) '8«-S^- 

oder damit gleichbedeutend: 



(9) 0-(„._„.)coBe-|-2*«BinS 2*x y(„._,y+"4*','' 

Pur ß ist der kleinste Winkel zu nehmen, der der Gl. (8) genügt; 
er liegt aJso immer zwischen und n, und zwar gilt die Begeh 
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8 zwischen und — , wenn. « > *, 

© zwischen -5- und jr, wenn « < x. 

Dementsprechend ist in den Ansdrttcken fftr sin # and cos & die 
Quadratwurzel immei' mit positiTem Vorzeichen zu nehmen. Das 
gesuchte Bauptiutegral der QL (6) läßt eidi also in einer der 
folgenden Formen darstellen: 

(10) Xi~^^^Bin{»t-e) = -^ ^ Bin(«<-e), 

die allgem^e LSsung dementsprechend durch HinznfÜgung von 
r, nach Gl. (5J z. B. in der Form: 

(") *~ i/(;--.V+tj i?"''"~*) + "'"""('''+'>)■ 

WO V — Yn' — S* ist. 

Wegen der DämpÜang wird das zweit« Glied der rechten Seite, 
die Eigenschwingung, mit der Zeit immer kleiner und verachwindet 
schließlich gegen das erste, die erzwungene Schwingung, die dann 
praktisch allein vorhanden ist. Solange die Eigenschwingung noch 
merklich ist, besteht der ganze ScbwingungSTorgang aus der 
Ühereinanderlagerung beider, was sich durch periodische Schwan- 
kimgen der Amplitude (und Intensität), d.h. durch Schwebungen 
bemerkbar macht, wenn x und v einander nahe gleich sind. 

Wenn die Störungsfunktion der Gl. (6) rechts durch Äcosxt 
statt AsiiiKt dargestellt wird, so tritt auch in dem partikularen 
Integral der erzwungenen Schwingung die Funktion cos(xf — 6) 
an die Stelle tou 8in(Hi — ö), sonst ändert sieh nichts. Diese 
Änderung bedeutet nur eine Verschiebung des Anfangspunktes der 
Zeit um — -r-- 

88. Eingeprägte Kraft eine exponentielL gedämpfte 
SlnnMohwingimg. Ist die äufiere Kraft oder StQrungsfanktion 
S(t) eine gedämpfte Sinnsschwingung von der Form der 
Gl.(l0a)Nr.8a,soläBt sich die erzwungene Schwingungsbewegnng 
ganz ebenso behandeln. Die Gl. (6) Nr. 37 geht dann über in 
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und ihi6 allgememe Lfistmg wird, wie eine ein&che Beclmnng zeigt, 

(13) ■x-^. + ^-,= — ^«""■^(*'-g) ■|,Bf,-rf*„^n(„f+ft) 

^ ' ' ^ y(„._.V-.'-s.*)M-4x'(*-e)' ^ ' 

Man erhält also als erznungene Schwingung eine ebenfalls ge- 
gedUmpfte SinuBSchwiiiguDg mit der gleichen Dämpfiing c, die die 
erregende hat. Die Phasenverschiebung © ist auch Torhanden, nur 
hat sie, wie die Amplitude, einen anderen Wert. Die Amplitude 



(14) 



y(„i_x'+«'-2**)> + 4y'(*-0' 



kann — abgesehen von der allmühlichen Verkleinerang infolge 
der Wirkung des dampfenden Faktors e~ " — größer oder kleiner 
sein als die entsprechende Amplitode bei Wirkung einer unge- 
dämpften Kußeren Kraft. 

Die Phaaenverschiebung 9 wird bestimmt durch 



(16) 


'«»-„■-.■V..^,., 


Im. 






»nO *""— ' 




V(«'-.' + .--2,J)'+4.>«>-')' 


(16a) 


nnd 




„„e „._.. + ,._a,. 




V(„. _..+ .._ 2,,).+ ...(>-.,. 



sie kann hier also auch Null werden, wenn n&mlich i=- 6, A. h. 
die Dämpfiing der erregenden Schwingung gleich derjenigen der 
Eigenschwingung des erregten Systems ist. Wird £ > d, so kehrt 
sich das Torzeichen von tg & (und sin 6) nm, die FbaseuTerschie- 
hung wird also negativ, wenn sie vorher positiv war und umge- 
kehrt. Dieser letzte Zusatz ist nÜStig; denn das Vorzeichen von Q 
h&ngt außer von dem GrSBenverhältnia dar Dämpfungen S and c 
noch von dem Vorzeichen des Nenners in (16) ab, der in (15a) 
bei cos 9 als Zähler erscheint. 

Beginnt also die äußere Kraft zu einer Zeit, die man als An- 
fangspunkt der Zeit wählen kann, mit einer Amplitude A zu 
wirken, so beginnt damit ein komplizierter Schwingnngszustand, 
der nicht wie bei der ungedSmpften Erregung einem stationären 
Schwingungsziistand zustrebt, sondern mit der Zeit immer mehr 
an Energie einbüßt, bis die Bewegung Bohließlioh nach nnend- 
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lieber Zeit ganz 

verschwindet 
PrakÜBch ge- 
soliiebt dies na- 
türlioli anch hier 
wieder BChoa 
nach endlicher 
Zeit. VerhSltnis- 
mäQig einfach 
wird derVerlanf, 
wenn die beiden 
Dämpfungen b 
ond S sehr ver- 
schieden sind 
Dann Törach win- 
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A Glied niitgrSBe- 
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£ nnd esbleibteine 
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J" schwingnng üb- 
1 rig, die allmäh- 
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Telegraphie 



iS lll I (Stattgart 1909). 
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regung, sowie das An- und Ab- 
klingen bei gedtlmpfter Erregong 
fOr zwei beliebig gewählte Fälle 
der Dämpfungen bei Resonanz zwi- 
schenE igenschwingung and erregen- 
der Schwingung. 

39. Erswongene Sohwin- 
gongen eines Uaasenpanktes 
(mit gedämpfter Binosrörmiger 
EigenBobwingong) bei Einwir- 
kung mehrerer (gedämpfter 
oder nngecUlmpfter) Sinos- 
BOhwingongen, Wenn statt einer 
äußeren Kraft mit der (Kreis-)Fre- 
quenz x gleichzeitig noch andere 
mit beliebigen anderen Frequenzen 
«', «" usw. wirken, so besteht die 
resultierende erzwungene Schwin- 
gung ans der Übereinanderlagening 
ebenso rieler einfacher erzwungener 
Sinusschwingungeu mit den ent- 
sprechenden Frequ enzen. D as kommt 
daher, weil die Differentialgleichung 
der Bewegung Linear ist, so dafi 
das Superpositionsprinzip der Be- 
wegung gut, und findet auch statt, 
wenn die Erregerschwingungen ge* 
dämpft sind. Die Amplituden und 
Pbaaenverschiebungen berechnen 
sich für jede Partialschwingung nach 
den Formeln Nr. 37 (8) und (9) 
bzw. &x gedämpfte nach Nr. 88 
(14) und (15). Da die Amplituden 
nicht nur den Erregeramplituden proportional sind, sondern auch 
noch von den Verhältnissen der Erregerfrequenzen zur Eigen- 
frequenz des erregten Systems abbängeii, so werden die einzelnen 
Partialschwingungen sich verschieden stork geltend machen, und 
die aus der Übereinanderlagening resultierende, erzwuugene Schwin- 
gung weicht in ihrer Form von der erregenden Schwingung ab. 
A"» meisten kommen diejenigen Schwingungen in Betracht, deren 
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Frequenzen in der ^ähe der Eigentreqnenz des erregten Systems 
liegen, wo sich also die Resonanz bemerkbar macht. 

Beispiel: Die erregende Schwingung S(t) als Summe ein- 
zeloer gedämpfter Sinusschwingnngen hat im allgemeinen die Form 

(16) 8{t)=Ä^e-•l'ain(x^l — (p^) + A,e-^*'^(Ktt~Vi)-^ 

Zur Yereiufacbuiig Dehmen wir 1. fOr alle Partdalschwisgangen 
gleiche Dämpfung an, und zwar speziell dieselbe Dämpfung, welche 
das erregte System fflr seine Eigenscbwingnng besitzt; wir setzen 
also 1^= 1^=^ ■■■ -^ S. Und 2. setzen wir alle Phasenkonstanten 
gleich Null, also (p^ =' tpj = • ■ • ^- 0. Das ändert an den Be- 
trachtungen nichts Wesentliches. Es wird also die erregende 
Schwingung hier speziell 
(16a) S(0 = ^ie-'"sin«,i + ^e-^'sinx,(-( . 

Die üerdnrch erzwungene Schwingung des erregten Systems ist 
ebenfalls keine einfache, sondern eine Summe von sinusfSnnigen 
Fartialschwingungen mit den Frequenzen x,, Xg osw. Die Ampli- 
tuden stehen jedoch nicht in dem Verhältnis Ä^^ : A^; A^ usw. 
der Amplituden der erregenden Partialschwingungen, sondern im 
Verhältnis % : o, : o, : - ■ ■, wobei die Werte der a durch Gl. (14) 
Nr. 38 bestimmt sind. In dieser Oleichung ist s — 5 zu setzen, 
und M* — d* — V* (v = Frequenz der gedämpften Eigenschwin- 
gung des resonierenden Systems); außerdem ist für die Quadrat- 
wurzel im Nenner inuner der positive (der absolute) Wert zu 
nehmen. Daher wird hier 



»i-r 



_^_ 



Das EinschlieSen der NennergrOBeu in Yertikalstiiche bedeutet ' 
wie üblich ihren absoluten Betrag, also ohne Bücksicht auf das 
Vorzeichen. 

Als Zahlenbeispiel diene folgendes. Eine aus den beiden 
Schwingungen .l,e-**sin lOOi und ^,e~''*sin200/ bestehende 
Erregerschwingung wirke einmal auf ein System mit der gleichen 
Dämpfung d und der Eigenachwingnngsfireqaenz » — 102, ein 
anderes Mal auf ein System mit gleicher Dämpfung, aber der 
Eigenfrequenz v — 204. Die Eigenfrequenzen sollen sich also 
jeweils um 2 Prozent von der nächstgelegenen Frequenz in der 
Erregerschwingung unt^scheiden. Es er^bt sich f3r 
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»,-100 ^^1. 
», - 200 ^ 'M ' 


^''-^i-^^-^i 


'-»»2 «.-rifej. 




«,-100 _ ^ 
«, - 200 ' «WH • 


i-^si-om^i 


'-^0* ».-w- 





Die Amplituden verhSltnisse sind sehr verschieden, im ersten-Fall 
ist die Schwingung mit der Frequenz Xj , im zweif«ü die mit x, 
bevorzugt Liegen die Frequenzen x, mit Änsuabme einer derselben, 




OldlD 



„ ., „ iwlngimg Jj— "'(iliiit(+«lni«(). 

raHUftfi) KoippanmtBiLajBiiivf und a^aüiittt dar ervwimgeiiu Sohwlngunf, 

linka in eln«m Bjiteme mit ElganfMqiuiu * = ' (' ~t~ ilä) "^ Slmpfiuig J, 

rashia mit KigenfiBqiiaiu '"'"{l + jln) ">^ DimpfonB 3. 

Dia arEWdngane Sahwlnffimg wird f&it Toilkommaii durch dla Eompouanto mll dar 

giOB«»ii Amptltada dHgsiMUt, dla mit dai betragenden Kamponente dSF ■msanden 

" -' — ' nahatn In Saionuu iit Dl« gHiiBits reanltleiande BohirlnBiui« bat ja- 

firglaiahiQitlgvQTbiuidenenBiBenfobwlii^aiig eine waiflntUüiiuidara Form, 
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tünreicheiid (cLh. imVerh&ltnis zur DämpfmighiiireicheDd) weit von 
der Eigenfreqnenz v entfernt, so kommt also praMisch nur diese eine 
in der erzwungenen Schwingung dee erregten Systems in Betracht. 
Auf dieaer auswählenden Eigenschaft des reaonierenden Bystems 
beruht ganz allgemein die Anwendung von Resonatoren mit aus- 
geprägter Eigenfrequenz, sowohl zur Analyse von komplizierten 
Schwingungen als auch zur Beinigong und Befreiung einer spe- 
ziell gewünschten Schwingung von anderen, die bei der Erzeugung 
der Schwingnng unerwOnschterweise mit entstanden sind. Auf 
mechanischem Gebiet ist der Frahmache Frequenzmesser mit 
einer Anzahl nebeneinander befestigter s^wingender Metallznngen 
verschiedener Eigenperioden ein Beispiel. In der Akustik ist an 
die bekannte Erscheinung zu erinnern, daß beim Singen gegen 
den Resonanzboden eines Klaviers immer gewisse Saiten mit- und 
nachklingen, deren Töne den in dem gesungenen Klang enthalte- 
nen ParüaltSnen entsprechen; ferner an das optische Telephon 
von U. Wien, eine Membran auf einem Eugelre Senator, deren 
Schwingungen mittels eines leichten, mit ihr verbundenen Spiegel- 
ehens optisch untersucht werden können, und andere aof Beso- 
nanzwirkimg beruhende Anwendungen. 

Sind die Erregungsamplitnden Ä^ und Ä^ gleich groS, so ist 
in dem gewählten Beispiel im ersten Falle o^ 73,3 mal größer als 
Oj, im zweiten Falle 19,6 mal kleiner als o,. Graphisch erhält 
man demnach die umstehenden Schwingungsbilder (Figur 9). Ganz 
ähnlich liegen die Verhältnisse bw beliebiger Dämptting der Er- 
regerschwingungen, die natürlich anch den Wert Null haben kann. 

40, Brregeude [eingeprägte] äufiere Erafb von beliebiger 
Form. Die erregende äußere Kraft ist in Nr. S9 in der sehr 
allgemeinen Form einer aus gedämpften sinusförmigen Partial- 
schwingungen zusammengesetzten, komplizierten Schwingung ange- 
nommen worden. Sie ist also im allgemeinen weder streng noch 
annähernd periodisch. Nur wenn die Dämpfung aller Partial- 
schwingongen, wie in dem durchgeführten Beispiel, gleich groß 
ist, die Dämpfungskonstanten also alle denselben Wert haben, ist 
die Kraft annähernd periodisch, falls c hinreichend klein ist. Sie 
wird streng periodisch erst bei völligem Fehlen der Dämpfung 
und läßt sich dann immer durch Fouriersche Reihen, also durch 
Ubereinanderlagerung nsgedämpfter harmonischer Sinusschwin- 
gnngen darstellen, wie kompliziert auch ihre Form sein m5ge. 
Und diese Darstellung hat dabei ihre physikalische Berechtigung. 
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Letzterea gilt (vgl Nr. 9 und U) aber für eine gedämpfte oder niclit- 
statiouäre Kraft durchaas nicht ohne weiteres. Man kann zwar 
aaoh diese, wie dort beaprochen, ebenfalls durch Fourierreihen 
mit ungedämpften Siuosgliedern darstellen, aber die Auswahl der 
Qnmdpßriode iat dabei ganz willkürlich. Bei schwacher Damp- 
fung ist es daher vorzuziehen, daß man sie Überhaupt rer- 
nacMässigt und die gegebene Funktion als streng periodisch an- 
sieht. Das ist der bei der Äusmesaung und Bearbeitung von 
Elangkurren gewöhnlich eingeschlagene Weg, soweit ea sich 
um nicht ganz atationäre Erscheinungen handelt. Glacklicher- 
weise aind auch die Dämpfiingen in der Akustik meist so klein, 
daB dies Verfahren zuläasig ist. Sichtiger wäre es freilich, die 
vorgegebene nicht stationäre Kraft in gedSmpfte Sinuaschwin- 
gungen zu zerlegen; dabei fehlt aber jeder Anhalt für die Bestim- 
mung der Dämpfungen und der Perioden der einzelnen Partial' 
achwingungen. Sogar das D&mpfangsgesetz braucht für sie nicht 
dasselbe und vor allem nicht gerade das exponentielte zu sein. 
Der infolgedessen mOglicben Mannigfaltigkeit gegenüber versagt 
hier die Analyse. Sie bat aber auch akustisch keinen besonderen 
Wert, solange über die Dämpfungsgesetze der akustischen Schwin- 
gungen nicht genaueres Material vorliegt, und vor allem, solange 
man nicht ganz Bestimmtes darüber weiß, wie stark und welcher 
Art die Dämpfung einer einfachen Sinusschwingung sein darf, 
ohne dafl der entsprechende akostische Reiz aufhört, als ein- 
facher Ton empftmden zu werden, und welches dann gegebenen- 
falls der von einer stark gedämpften Schwingung erzeugte Oe- 
hörseindruck ist. 

Erleichtert wird die Behandlung solcher komplizierten Schwin- 
gungsvorgänge dadurch, daB die Frequenzen der einzelnen Kom- 
ponenten meist so weit auseinandet liegen, daß das resonierende 
System praktisch nur auf eine von ihnen anspricht, so daS die 
anderen ganz vernachlässigt werden können. Erschwerend ist der 
.Umstand, daß die Dämpfung derselben, abweichend von dem 
oben durchgerechneten idealen Fall, fast immer verschieden ist. 
Die beim Ansehlagen einer Stimmgabel, einer Glocke usw. er- 
regten Fartialschwingungen verklingen teils rascher, teils lang- 
samer, so daß die Klangfarbe sich während des Abklingens ändert. 

41. Erawungene Sohwingungen eines Systema mit niaht 
sinusförmiger Bigensohwingong. Ein schwingungafähiges Sy- 
stem, bei dem die Direktionskraft nicht konstant, die rflcktreibende 
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Kraft also nicht der eraten Potenz der Ablenkung proportiooal i^t, 
kann ebeafalls erzwungene Scbwingungen ausführen; eine sinus- 
förmige Erreger Schwingung erzeugt jedoch nicht wieder eine sinus- 
förmige Scbwingnng, sondern eine kompliziertere, die man uähe- 
rungsweise als Übereinanderlagenmg mehrerer Binusschwingungen 
ausehen kaun. Umgekehrt ist zur Erzeugung einer erzwungenen 
einfachen Sinnsschwingung nötig, daß die Erregersohwingung eine 
bestimmte, von der Sinnsform abweichende Form bat. Man erhält 
diese leicht, indem man in die DifFerentialgleicbung der erzwun- 
genen Schwingung Nr. 35 (l) bzw. Nr. 36 (2) för x den Wert 
a sin xt bzw. a cos ttt einsetzt und daraus S(t) bestimmt Sind in der 
rücktreibenden elastischen Kraft, die für die Eigenschwingungen 
des erregten Systems maßgebend ist, dem Quadrat der Ablenkung 
proportionale Glieder vorhanden, so muß die erregende Schwin- 
gung außer Komponenten mit der Frequenz x auch solche von 
der Frequenz 2x enthalten; bei der dritten Potenz der Ablenkung 
proportionalen Gliedern in der rücktreibenden Kraft sind Kompo- 
nenten mit den Frequenzen x und 3x in der Erregerschwingnng 
nötig usw. In allen Fallen müssen die Amplituden nnd Phasen 
dieser Komponenten der erregenden Schwingung in bestimmten 
Beziehungen zueinander stehen, damit die erzwungene Schwin- 
gung wirklieb einfach sinusförmig wird. 

Weit wichtiger ist aber der eingangs angedeutete Fall einer 
einfachen sinusförmigen Erregerschwingung und der allgemeinere 
einer Erregerschwingung, die aus Sinuskomponenten mit beliebi- 
gen Amplituden, Phasen und Frequenzen besteht. Die Lösung 
Ußt sich im allgemeinen nicht streng und in geschlossener Form 
angeben. Man kann aber Näberungslösungen finden, die gemäß 
der Fonrierschen Beibenentwicklung eine Übereinandertagerung 
Ton Sinusschwingungen mit harmonisch steigenden Frequenzen 
ergeben. 

42. HelmlioltBBClie Theorie der Eombinationstöne. Aus 
der großen Mannigfaltigkeit der möglichen Fälle — es kann j& 
die Anzahl der EiTcgerkomponenten, femer das Gesetz der rück- 
treibenden elastischen Kraft und auch das Dämpfangsgesetz be- 
liebig angeaommen werden — wählen wir den von Helmholtz^) 
zur Erklärung der Kombination stSne (vgl. Bd. II) herangezogenen 

l> H. HelmhoUz, Lebie von den Tonempfindungen, Beilage XII, 
oder Poggendor& Annalen der Pt^aik n. Chemie 49 (1856), 497. 
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Fall zweier Sinuskompooenten mit den Frequenzen p und g. Er 
soll jedocti gleich in der von Waetzmann^) nnter Berücksichti- 
gung der Dämpfang erweiterten Form hier vorgetragen werden. 
Helmtoltz nimmt die rücktreibende Kraft in der Form 
ax -]- bx* an, also proportional der ersten nnd zweiten Potenz 
der Ablenkung, was unsymmetrische Elastizität bedingt. Man 
kSnnte übrigens in derselben Weise auch andere Formen der 
Direktionskraft behandeln. Die D&mpfung wird proportional der 
jeweiligen Geschwindigkeit ^ angenommen. Somit wird die 
Difierentialgleichong der erzwungenen Bewegung des Massenponktes 

(17) M^^-aX'b^-k^^-(Bmpt-gMai + '=) 
oder 

(17a) ^ + n'x + ax*+26^ + f8iapt+/aia(qt + c)-0. 

Helmholtz integriert diese Gleichung durch ein NSherungs- 
verfahren, indem er das gesuchte x als Summe einer (unendlichen) 
Zahl von Komponenten darstellt: . 

(18) a; — ijii + v''^ + Vi^ + ■ ■ •- 

Die Reihe steigt nach Potenzen der neu eingeführten willkürlichen 
HilfsgröSe gj an, und es wird vorausgesetzt, daß sie konvergiert. 
Zur Vereinfachung wird noch gesetzt: 

(19) f-fifu ff'-VSi •'«''■ f'—vfi% ^'^n9i- 
Durch Einsetzen des Ausdrucks (lö) für a; in Gl, (17) erh&lt 
man darin Glieder mit i) als Faktor, femer solche mit 7^, wieder 
andere mit t^ als Faktor usw. Faßt man die Glieder gleicher 
Potenzen von 1] zusammen, so kann man die Differentialgleichung 
erfüllen, indem man die so gewonnenen KoefSzienten von 1], i]', ij* 
usw. sämtlich gleich Null setzt. Dadurch erhält man die simul- 
tanen Differentialgleichungen: 

jM^ + Ä^ + fl:r. + /,sinp( + ^,sin(g( + c) = 0, 

(20) af^ + ft^ + a«s + 6a;,>= 0, 



1) E. Waetzmanu, Annalen der Fhjsik 34 (1907), 69. 
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S' + ä^^ + "'*> + '■■'"»' + ».'"»(«'+«) - 0. 

(20.) ^ + 2a^ + «':^ + «V-0, 

f? + 2ä^ + »■«. + 2«»i«. - 0, 
wenn gesetzt wird: 

Die erste von diesen liefert nach Nr. 87 (ll) bzw. Nr. 39 
als vollständiges Integral: 

(22) 



g/ain(gf + c — i|i) 



wobei die Fliasenkoiistanten j; imd ■^ bestimmt sind durch 

(23) ^%-^~f. »»ä «B*-J.~l- 

Wegen der Dämpfung verschwindet das erste Glied von i, nach 
einiger Zeit praktisch ganz, und die Schwingangsbewegung wird 
in erster N&hening dargestellt durch 

(24) ij-- psin(p< — j;) + ff8ia(g( + c — tfi), 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

(25) ^' = p und ^' — ff. 

Dieser Wert von x^ wird nun in die zweite der simultanen Diffe- 
rentialgleichungen (20) eingesetzt; dadurch erhält man wieder 
die Gleichung einer erzwungenen sinuaförmigen Schwingung. Die 
erregende Schwingung enthält jetzt aber Glieder mit den Fre- 
quenzen 'ip , 2 q, p -{- q und p — g; denn es laßt sich sehreiben: 

«%*= ap*sin*(p( — x) -j- aa' sia (qt -\- c — iji) 

+ 2u^ami(pt~x)än(qt + c-~'>ti) 
--f + ^~^coa(2pt-2x)~~eofi(2qt+2c-2il,) 
— aeaeoa[(p + q)t + c-(jE-|-t)] 
+ tte<Jcos[(i) — ä)(-c~0; — *)]■ 
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Die Lösung dieser Gleichung ist — abgesehen von einem jetzt 
gleich Temachlassigten gedämpften Gliede — 

cg'C0B(ggt — 1>.') ^ _ ufecos[(p — q)t~x"] 
aV^'-igV + ieg'rf' l/[f.'-(p-9)T+4(P-9)'** 
aQecos[(p+^t-'>l>"] __ 
VK'-(p+3)T+*(P + 3)'*'' 
wobei 2, ^'i x" tuid ifi" die PhasenkoDstanten sind, die sich aas der 
TerzögerDog der erzwungenen Schwingungen und den Konstanten 
der erregenden zusammen ergeben. Ihr Wert kommt hier aber 
nicht weiter in Betracht. Das Wesentliche ist das Auftreten von 
Gliedern mit den Frequenzen 2p, 2q, p — q und p -\- q in a^, 
die damit in den Ausdruck (18) für die Elongation x der er- 
zwungenes Schwingung eingehen, obwohl die erregende Schwin- 
gung nur die Frequenzen p und q besitzt. Durch Einsetzen von 
iCj in die dritte simultane DifTerentialgleicbung (30) würde man 
ein drittes Nähenmgsglied Xj erhalten und damit noch Glieder 
mit den Frequenzen 3p, 3q, 2p — q, 2p + q, p — 2g, p -{- 2([ 
außer p und q\ die Folgende AnnShemng r^ wCtrde Kombinationen 
noch höherer Ordnung liefern usw. 

43. BildongSgesetB der HelmholtEsoheii EombLnationa- 
tSne, Differens- und Snmmationat&ne. Die gleichzeitige Ein- 
wirkung zweier erregender Sinusschwingungen auf ein Schwin- 
gungssjstem, bei welchem die rücktreibende Eraft von der ersten 
und zweiten Potenz der Ablenkung abhängt, erzeugt also nach 
dieser mathematischen Analyse eine komplizierte erzwungene 
Schwingung, die sich näherungs weise durch Über ein anderlagemng 
einer Reihe Ton Sinusschwingungen darstellen läBt^ deren Fre* 
quenzen durch Addition nnd Subtraktion ganzzahliger 
Vielfacher der erregenden Frequenzen entstehen. Genau 
dasselbe Eesultat erhält man Obrigens, wie schon bemerkt wurde, 
wenn die rUcktreibende Eraft auBer von der ersten noch von be- 
liebig vielen ganzzahligen Fot«n7.en der Ablenkung abhängt; nur 
die Amplituden der einzelnen Glieder bekommen andere Werte. 

Die so entstandenen Teilscbwingnngen werden — soweit sie 
dem akustischen Gebiet angehören — Eombinationstöne ge- 
nannt. Gemäß dem besonderen Bildungsgesetz der Frequenzen 
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unterscheidet man SnmmatioDS- tind Differenztöne. Daa 
aU^meine, beiden gemeinsame Bildungsgesetz der Freqnenz ist 

(37) ">»,«■" ™P ± «9 1 

wobei m und n beliebige positive ganze Zahlen (einschließlich 
der NaU) sind. Wenn die Differenz einen negatiren Wert ergibt, 
so ist statt dessen einfach der gleich große positive Wert zu neh- 
men, da ein negativer Wert des Winkels nur eine Fhasenverscbie- 
bnng um 180" bei der Sinosfirnktion bedeutet. 

Beispiel: Die beiden einfachen Töne c, und e^ der natür- 
lichen diatonischen Dnrskala (vgl. Nr. 17), also Sinussdiwisguiigen 
mit den Frequenzen 512 und 640, erzeugen in einem resonieren- 
den System, dessen rücktreibende Eraft nicht einfach der ersten 
Potenz der Ablenknng proportional ist, eine aus folgenden Teil- 
sohwingniigen bestehende Scbwingong: 

c(128), e, (256). Ä (384), e, (512). e, (640). g, (768). <X«. < «, < 6, (896). 
«^ (1024). d. (1152). e, (1280). /". < 9, < fi^t (1408), 9, (1536), »«.<«,<«. 
(1664), oi^ <»,<&, (1792), &,(1920), c,{2048). c«. < f* < «fe». (2176), 
«*«(2304), dM,<rf,< «1,(2432). «.(2560), «w. <=«</■. (2688), /*<», 
<A«*(2816), /i«.<y*<tf«.(2944), S.(3072), 'w.<<i;.<o.(3328), 
o.<^.< ata, (3456). o«. < *. < 6« (3584) , c«,<)]. < Am,(3868), 
':,(4096), '^.(4606) isw. 

Mit i, ip, a, ß, y, ä, e, £, tj sind Töne bezeichnet, die mit keinem 
Ton der enhansoniscben Leiter genan übereinstimmen. Die Bil- 
dungsweise der einzelnen Schwingungen ergibt sich aus beistehen- 
der Tabelle, in der die vertikalen Reihen nach Vielfachen des 
Tones p, die horizontalen nach Vielfachen von y fortschreiten, 
und die alle nach obiger Theorie möglichen Kombinationstöne 
bis zur vierten Ordnung umfaBt (Tabelle 11). 

Die Intensität, mit welcher die einzelnen Kombination stSne in 
dem Klange enthalten sind, hängt außer von der Form der rftck- 
treibenden Direktionskraft sehr wesentlich davon ab, wie nahe 
ihre Sohwingungazahl derjenigen einer Eigenschwingung des er- 
regten Systems liegt. Durch die hierbei auftretenden Besonanz- 
erscheinnngeu können manche Eombinationstöne besonders be- 
vorzugt werden. 

Ganz allgemein läßt sich über die Intensität der Teilscbwin- 
gungen also nichts aussagen. Wenn aber die rttcktreibende ela- 
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stische Kraft nur wenig von dem Gesetz der Proportionalität mit 
der Ablenkung aas der SulielE^e abweicht, so sind die Eoeffi- 
zient«n b (und erst recht die folgenden c nsw.) in den Ol. (20) 
Nr. 42 klein gegen den ersten a, und die Amplituden der Kombi- 
natioustöne nehmen dann mit steigender Ordnungszahl im allge- 
meinen ab mit Ausnahme der zufällig durch Resonanz verstärkten. 

Daß die im vorstehenden skizzierte Helmholtzsche Theorie 
für die wirklich gehörten Eombinationstöne die richtige Er- 
klärung ist, wird von einigen Autoren, insbesondere Physio- 
logen, bestritten. Zweifellos sind die beobachteten Töne in man- 
chen Fällen, wie es aach schon von Helmholtz geschehen ist, 
anders zu erklären. Sie werden dann aber besser nicht als Kom- 
binationstdne, sondern als Yariations-, ünterbrechungstdne nsw. 
bezeichnet. (Vgl. Bd. II.) Für die eigentlichen Eombinations- 
töne ist jedoch die Helmholtzsche Theorie bis jetzt die einzige 
physikalisch und mathematisch brauchbare Erklärung. Über die 
Frage nach ihrem Entstehungsort und ihre subjektive oder ob- 
jektive Existenz wird in einem spltteren Eapitel berichtet werden. 

44. Amplitude und Intensität des Uitklingens. Beso- 
nanakurve. Die Gl. (14) und (l5) Nr. 88 fflr Amplitude und 
Phase des mitschwingenden Systems zeigen, daß die Amplitude 
der erzwungenen Schwingung in ziemlich komplizierter Weise von 
den Dämpfungen S und e, sowie den Schwiugungszahlen x der er- 
regenden and der (ungedämpften) Eigenschwingung n des erregten 
Systems abhängt. Einfach zu übersehen ist der Fall, wo die 
Erregerschwingung ungedämpft, also i = ist. 

L Läßt man hier bei gleichbleibender Erregeramplitude die 
Erreger&equenz x alle Werte von bis oo durchlaufen, so steigt 
die erregte Amplitude a von —^ zu einem Maximum und fällt 
darauf wieder bis zu 0. Das Amplitndenmaximum tritt ein, wenn 
(28) H^'^n»-n'~v'-6' 

ist (x^= Resonanzfrequenz), und beträgt 

(Besonanzamplitude a,. bei konstanter Erregeramplitude Ä). 

II. Wichtiger als bezüglich der Amplitude ist das Terhalten 
bezüglich der Intensität (Energie) des Mitschwingens. Gemäß 
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Nr. 26 Gl. (20) ist die Energie (Intensität) / der erzwungenen 
sinusförmigen Schwingung (Jlf Masse, x Ereis&equenz, a Ampli- 
tude): 

also mit Rücksicht auf Nr. 38 61. (11) bzw. Nr. 87 (9): 



(30) 



2[(„»_xy+4*'x 



LSSt man hier wieder die Grreger&equenz x tob his oo wach- 
sen, diesmal aber bei gleiehbleibender Erregerenergie, so 
daB also das Produkt A*k' und nicht die Amplitude A konstant 
bleibt, so steigt J von Null zu einem Maximum J^ and fällt 
dann wieder auf Null. Das Uaximam der Intensität wird 
auch wieder erreicht, wenn wie in (28) 
(28) *,.»=«»- 2<!*=v»-J» 

ist, und IietrBgt 

ran j- =■" ^'-' = ^^ 

(Besonanzintensit&t J^ bei konstanter Erregetintensltät), 
wobei Ji^ ä'x' bis anf einen Proportionalitätsfaktor die Energie 
(Intensität) der Erregerschwingung ansdrückt. Die Lage der 
Maxima erhält man natürlich nach dem bekannten Verfahren der 
DifferentialrechDang für die Bestimmung der Maxima und Minima 
von Funktionen. 

HL Anders wird die Sache, wenn man bei der Variation der 
Frequenz x nicht die Energie, sondern die Amplitude der Er- 
regerschwingung konstant hält. Dann erhält man ein Inten- 
sitätsmaximnm der erzwungenen Schwingung, wenn 

(32) «/ _ „» _ V» -H <S» 
ist. Dasselbe beträgt: 

(33) _^.-f^. 
(Besonanzintensitftt J^ bei konstanter Erregeramplitude ^). 

Dieses Maximum liegt also an anderer Stelle, und zwar muS die 
Erregerschwingung hierbei eine höhere Frequenz haben als im 
vorigen Falle; sie muß gleich der natürlichen Frequenz n sein, 
welche das resonierende System ohne Dämpfung haben würde, 
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während sie im andern Fall nach Gl. (28) noch kleiner sein muß 
als die durch die Dämpfung schon verkleinerte Eigeafrequeuz v 
des resonierenden Systems. 

Graphisch erhält man, indem man die Amplitude a bzw. In- 
tensität J als Ordiuaten und die Erreger&equenzen x als Abszissen 
auftragt, sogenannte Resonanzkuryen. Die Figur 10 gibt den 
typischen Verlauf fOr die besprochenen drei Fälle. ~ 



Ftg. 10. B«aDn>iiEkaneii Für Amplitude und Inlauiat, 
: Fr«qDeiti r der uitgfldhin|iftaii eirageDden Schwingang. 

dor ertwaugfiiun Bohwlngiuig bei koDiUatar AmpUtada 
' der enwnDgsnen SohvlngnDg bei koniluilec lutenslUt 
liegsn bsl den AbiilHw (HeBODuufreiiieiueu) n =y>» + rf» tuid 



Ist die erregende Schwingung gedämpft (Dämpfung f), so 
erhält man nach demselben Verfahren als Besonanzfireqaeuzen, 
bei denen die erzwungene Schwingung maximale Amplitude bzw. 
Intensität besitzt, für Fall I und H x^*= v*— (rf — £>*, für Fall III 
\' -= v* + (tf - £)*■ Durch Einsetzen dieser Werte in Gl. (14) 
Nr. 38 ei^bt sich die Besonanzamplitade und weiter die Beso- 
nanzintensität der erzwungenen Schwingung. Man kann aber 
hier nicht mit letzterer allein rechnen, sondern muß die resultie- 
rende Schwingung betrachten, die sieb aus der erzwungenen und 
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der natürlichen oder Eigenscbwingung zusammensetzt nnd im all- 
gemeinen sehr kompliziert ist. Die Berechnnng der Kesonanz in 
diesem Falle hat V. Bjerknes^) für elektrische Systeme durch- 
geführt, 

45. Soh&rfe der Besonanz. Je kleiner die Dämpfung S ist, 
desto größer werden, wie die GL (29) bis (33) Nr. 44 zeigen, 
unter sonst gleichen Umstanden die Si^eitelwerte Ton Amplitude 
und Intensität. Die Besonanzkorven erhalten deshalb in der 
Nahe des Maximums einen um so steileren Yerlanf, je geringer 
die Dämpfung ist; bei starker Dämpfung erhält man flache 
Maxima. Das bedeutet: die Intensit&t hzw. Amplitude einer er- 
zwungenen Schwingung, deren Frequenz einen gegebenen (übri- 
gens aber beliebigen) Abstand von derjenigen Frequenz hat, welche 
maximales Mitschwingen erzeugt (Besonanzfrequenz), ist im 
Verhältnis zur Mazimatintensität (bzw. -ajnplitude) um so kleiner, 
je geringer die Dämpfung des resonierenden Systems ist. Das 
ergibt sich auch ohne weiteres aus derBetrachtong der in Figur 11 
Seite 95 gezeichneten Besonanzknrren für Terschiedene Dämp- 
fungen. Schwach gedämpfte Systeme werden also praktisch nur 
von solchen Schwingungen erregt, deren Frequenz von der Reso- 
nanzfrequenz nur wenig abweicht; sie haben ein schmales Be- 
sonanzbereich. Stark gedämpfte Systeme haben ein breites 
Besonanzbereich, sie werden auch von femer liegenden Fre- 
quenzen noch merklich erregt Dafür ist bei diesen die absolute 
Stärke des Mitschwingens an der Besonanzstelle geringer als bei 
schwach gedämpften. 

Sehr anschaulich läßt sich der Einfluß von Verstimmung und 
Dämpfung darstellen, wenn mau die Intensität des Mitschwin- 
gens bei konstanter erregender Amplitude A betrachtet. 
Die Intensität der erzwungenen Schwingung — vgl. Nr. 44 (30) — 
läßt sich in diesem Falle schreiben: 

(34) 7_„^^^' 



43']' 



sie hängt also nicht von dem absoluten Werte der Erregerfrequenz x, 
sondern nur von dem Verhältnis — der Erregerfreqnenz x znr 

1) T. Bjerknes, Wiedemanns Annalen d. Physik n. Chemie S5 
(1896), S. 131. 
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Beaonanz&equenz (biar der Frequenz der ungedämpften Eigen- 
schwingung) ab, und zwar in solcher Form, daß es gleichgültig ist, 
ob X in demselben Verhältnis größer oder kleiner als « ist. Dies 
letztere bedeutet aber akustisch gesprochen, daß es nur auf das 
musikalische Intervall zwischen erregender Schwingung und (un- 
gedämpfter) Eigenschwingung des Systems ankommt, gleichviel 
welche von beiden Schwingungen den höheren Ton darstellt. Divi- 
diert man noch durch den entsprechenden Maximalwert der Inten- 
sität J^ Ol. (33) Nr 44, so erhält mau die relative Intensität des 
Mitschwingens (bei konstanter erregender Amplitude): 

Stellt man deu Verlauf graphisch dar mit ^ als Ordinaten und 

— als Abszissen, so erhSit man genau dieselbe Kurve wie / in 
Figur 10; nur liegt das Maximum hier bei der Abszisse 1 und 
betiilgt selbst 1 ; die Kunre geht ans jener einfach durch proportionale 
Dehnung bzw. Verkürzung aller Strecken hervor. SSmtliche Fre- 
quenzen X <[ n drängen sich dabei auf ein verhältnismäßig kleines 
Stack der Abszissenaohse zusammen, während die Werte von x, 
die größer als n sind, den Rest bis oo erf&llen. Zur Vermeidung 
dieser Unsymmetrie kann man als Abszissen statt der Werte — 
deren Logarithmen auftragen. Dann rückt die Maximalordinate 
auf die Abszisse Null, da log — fELr x = m Null wird, tind die 
Kurve läuft zu beiden Seiten derselben symmetrisch, sich asym- 
ptotisch der Abszissenachse nähernd, ins Unendliche. Die Sym- 
metrie folgt daraus, daß bekanntlich log — = — log — ist und 
die Ordinaten nach dem früher Gesagten gleichen Wert haben fOr 
ein aufsteigendes Intervall -, wie für das gleich große absteigende 
— . Einen besonderen Vorteil bietet die logarithmische Dar- 
stellung sonst nicht. 

Die Abnahme des Mitschwingens bei steigender Verstimmung 
des resoniereuden Systems gegen die Erregerschwingong läßt sii^ 
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bei gegebener D&mpfiing nacb (35) leicht berechnen. Ist die 
Dämpfung so klein, daS man ohne merklichen Fehler — statt -— 
setzen kann, so wird die Rechnung besonders bequem. Man kann 
dann den Faktor 731 im Nenner von (S5) nahemngsweise mittels 
Gl, (14) Nt. SS durch ry ersetzen, and das läBt sich wieder nach 
GL (18) Nr. 84 noch anschaulicher dnrch die Zahl s der Schwin- 
gungen ansdrOckeu, in welcher die Amplitude auf einen beliebig 

gewählten Bruchteil — herabsinkt. Eine derartige Berechnung ist 

J 
in Tabelle 12 angegeben. Sie gibt das Intensität sverhältnis -=- 

bei Verstimmungen, die immer um je ein Komma (Intervall |^) 
zunehmen bis zum Intervall ^ des großen Ganztones, fOr drei 
verschiedene Dämpfungen, die so gewählt sind, daB nach s = 10, 
bzw. 20, bzw. 50 ganzen Schwingungen die Amplitude der &eien 
Eigenschwingung auf den zehnten Teil herabsinkt, so daS also 
p E- 10 ist. Die Intensitäten sind in Prozenten der Resonanzinten- 
sität Ol. (33) Nr. 44 angegeben; diese letztere ist also gleich 100 
gesetzt. Die logarithmischen Dekremente, sowie das Quadrat der 
Dämpfungskou stauten S* (dividiert durch Quadrat der Schwin- 
gnngszahl) sind mit angegeben. Um die absoluten Werte bei Ar- 
scbiedener Dämpfung miteinander vergleichen zu kSnnen, sind 
auch diese mit aufgenommen. Uan erhält sie aus den relativen 
Werten einfach durch Multiplikation mit der zugehörigen Reso- 
nanzintensitäi Letztere ist für das am wenigsten gedämpfte Sy- 
stem gleich 100 angenommen worden; die beiden anderen Werte 
ergeben sich daraus nach Gl. (33) Nr. 44 zu 16 und 4. Die 
Figuren 11 und 12 geben ein anschauliches Bild von der ver- 
schiedenen Schärfe der Resonanz. Bei der schwächsten Dämpßmg 
des resonierenden Systems wird dasselbe durch eine um einen 
Gauzton verstimmte Erregerschwingung' nur mit 0,4 Prozent der 
bei Einklang erreichten Intensität erregt, also kaum merklich, 
bei der stärksten dagegen noch mit 2,4 Prozent. DafQr werden 
umgekehrt mit wachsender Resonanzbreite (steigender Dämpfung) 
die absoluten Werte der Mazimalintensität Ueiner, wie aus 61. (33) 
Nr. 44 ohne weiteres ersichtlich ist 

Ganz analoge, aber weniger übersichtliche Resultate erhält 
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Tabelle 12. 



Frequenz und konstanter Amplitude der erregenden 


;m bei variabl« 
Schwingung 


Intervall — zwischen 


Amplitude a< ~ '' der ge<ampften Eigen- 


erregender Schwingung « 
Schwingung n (=ßeBonanz- 


Bchwingnng f des resoniereuden Systems sinkt 


frequenz «^) des reso- 


»-60 


■-20 


.-10 




Schwiugimgeii 


SohwiDguiigen 


Scliwiiigimgen 


^ 


100? 


J 


100 J 


j 


100 J 


} 


Einiling 1 ) 


100 


100 


100 


16,00 


ISO 


4,00 


Synt.Kouuu.|u|ej 


25,82 


26,82 


68,60 


10,96 


89,68 


8,69 


82 801 
80 ' 82 ' 


8,09 


8,09 


36.60 


6,68 


68,75 


8,76 


83„ 801 
80 83 1 


3,81 


B,81 


19,84 


8,17 


49,74 


1,99 


84 80| 
80 ' 84 1 


2,20 


2,20 


12,36 


1,08 


36,03 


1,44 


• 85 801 
80 ' 851 


1,44 


1,44 


8,38 


1,84 


26,72 


1,07 


86„ 801 
8Ö '86) 


1,01 


1,01 


6,02 


0,96 


20,39 


0,82 


87 80 1 
80 87) 


0,78 


0,76 


4,64 


0,71 


15,98 


0,64 


88 80) 
80 88l 


0,59 


0,69 


3,66 


0,67 


12,83 


0,61 


89 „ 801 
80 89l 


0,47 


0,47 


2,86 


0,46 


10,62 


0,42 


«'«-'" i-il 


(r,38 


0,38 


2,36 


0,18 


8,78 


0,16 


nBtflrl. [ Dekrem. der i b 


0,04605 


0,1151 


0,2303 


dekad. t Guuperiode } b 


0,02 


0,05 


0,1 


natürl. r Dekrem. der \ A 


0,02303 


0,06766 


0,1151 


dekod. ( Halbperiode ) Ä 


0,01 


0,025 


0,05 


~A 


0,0000637 


0,000336 


0,001342 


1 










rr^xv; 
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4B. Schärfe der BeBonanz. 



i für den Terlanf von J und - 



1 nicht die Ampli- 



tude, sondern die Intensität (Energie) der erregenden Schwin- 
gung bei Tariation der Frequenz x konstant zn halten hat. Sie 
sind weniger übersichtlich, weil hier mit Änderung der Dämpfung 
nach (28) Kr. 44 auch die Resonanzfrequenz sich ändert, die 
dort konstant n beträgt. Bei geringer Dämpfung ist allerdings 
diese Verschiebung der Maximallage auch nur gering, fUr die 



t 







itaiuiUt J benohnct fOi koniUote AmpUtods der nnBSdRrapfMn 
emffand«! Sohwlngtuig bei Tflrtc^adenflr l>lnipriuig d« T«ODl«rendfln Bjitemi; 
b- dskidlHhalag, Dekismant, b = l,MSb = uHil.loB.Dekrsmsnt dsT gBiii«i Feilode. 
AbiEliBtn: VaiBtimmongilnteirKU der •mgeDd«! Fnqneu x Segen die Beeonkna- 

iniitftt des HiUohwingeni 7 In FroHnten der ingehSrlgen 
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DOmpfangen der Tabelle 12 ergibt sie sich aas deu mit anf- 
gefiihrten Werten der relativen Dämpf angsquadi'ate — j- schon als 
sehr klein. Es ist nämlich naoh Gl. (28) die nene Resonanzlt^ 
gegeben diirch x'= «*— 26\ also wird die relative VerEtndeniDg 

der ResonanzireqQenz nach einigen Umformungen gleich 

— f , wenn dieser Wert selbst klein gegen 1 ist, was hier zutrifft 



0,SS*O,»O 9,92 0,94 0,sa 0,M t,00 Ifin i,ut i,uo i,in #,iw i,i^ 
ytritimmungtinterpa^ — ► 

"'■ Fig. lä. ■ ^ 

Btumtnikairen d«i InWnaltlt J -wie lo ¥lg. 11. 

Dls Ordiuten aleUen Hbei dis mbialnt« InteiuiUt dai HltaohwlDgeiu äa; die BMOnmui- 

IntenitUIt ds> am iDbwtchitsii gedlmpnen Sjalemi (b = 0,01) lit gletnb 100 aetetil. 

46. Bereohnang der Dämpfung and des logarithmisohen 
Dekrementes aus der Beaonanzknrve. Aus der Form der 
Resonanzkurve läßt sich Dämpfung 6 und logarithmisches Dekre- 
ment b des resonierenden Systems berechnen, wenn die erregende 
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Schwingung nngedämpft sinusförmig ist. Bei gedämpfter Erregung 
findet man nach dem gleichen Verfahren die Sanune der Dekre- 
mente TOn erregender Schwingung und Eigenschwingung des re- 
sonierenden Systems, wenn diese Summe klein ist gegen 2n, also 
nicht extrem starke Dampfung vorliegt (Bjerknesscbe Besonanz- 
methode; Tgl. die S. 91 zitierte Arbeit). 

Die Besonanzkurre kann in einer der drei Formen von Nr. 44 
gegeben sein. Der wichtigste Fall ist der, daß die Intensit&t 
der erzwungenen Schwingung bei konstant bleibender Inten- 
sität und stetig verKoderter Frequenz der erregenden gemessen 
wird (Fall 11 von Nr. 44). Die Lage des Intensitätsmaximums 
liefert die Resonanzfrequenz x,. Bestimmt man durch eine be- 
sondere Messung noch die Eigen&equenz des Systems v, so erhSlt 
man bei ungedämpfter Erregung auch ohne weitere Kenntnis der 
Besonanzkurre aus (28) Nr. 44 DSmpfung d und natürliches De- 
krement b 

(36) ä = yv^-x,' und b = ^ = 2«'[/l-^- 

Kann man v nicht besonders bestimmen, so moB man die Form 
der Beaonanzkurve in der Umgebung der Besonanzstelle kenneu, 
mindestens aber zwei Paar zosammengehSrige Werte von Erreger- 
frequenz x und erregter Intensität J; am besten ist es, Resonanz- 
intenaität J^ (und -frequenz x^) zu kennen und außerdem zwei 
beliebige Frequenzen Xj und Xj, denen gleiche Intensität J ent- 
spricht. Aus (30) und (31) Nr. 44 folgt dann nach einigen ein- 
fachen Umformungen 

(87) ^„ L .-^-J -■ ■^[^_gVl, 

wobei x fOr K^ oder Xj steht. 
Also wird: 

Tfr"-3 = ±1/Fl 
und schließlich 

(38) k = ± .-^y^ = ± .«-"=±4^1/=?=, 

wobei daä + oder ~ Zeichen zu wählen ist, je nachdem x kleiner 
oder größer als x,. ist, damit b positiv wird. 
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Liegt nun x nahe an x,, so kann man mit dem entsprechen- 
den kleinen Fehler 3n^ oder 2x fOr x^ -|- x setzen; ist ferner die 
Dämpfung klein, so darf man ebenso mit dem entsprechenden 
Fehler v' durch x* oder auch durch x* ersetzen. Dadurch föllt 
V heraus, und man erhält mit einer gewissen üngenauigkeit; 



(39) b_±2,=^|/j^-±2,^l^)/5j^. 

Indem man fOr x die beiden zum gleichen J gehörigen Fre- 
quenzen X| und %^ einsetzt, wo Xg !> x^ angenommen ist, eriiält 
man durch Addition und Mittelbildung: 

(40) b-^^^J^^-lZ-r^-Sw^^i^l/^^, 

wenn noch fOr 2x,. näherungsweise «, + Xj gesetzt wird. 

Auch im Fall III (Amplitude der erregenden Schwingung 
konstant) eiii&lt man dieselben Formeln mit gleicher Annäherung, 
indem man das Produkt xv, das statt v* im Kenner von (38) 
auftritt, durch x* oder m* ersetzt. Unter der Wurzel ist natflrlich 
überaU / statt J zu setzen. Ebenso führt die Resonanzkurre der 
Amplitude (Fall I von Nr. 44) auf die gleichen Formeln, nur ist 
J durch a* und J, durch a* zu ersetzen. 

Beispiel: Die mittlere Kurve der Figur 11 8. 9Ö liefert fOr 
die Ordinate 50 die Werte x, — 0,9816 x^ und x, = 1,0184 x^. 
Daraus folgt nach (40) das Dekrement b = 0,0368 ;c — 0,1166 
statt 0,1151. Die Quadratwurzel in den Formeln wird hier gleich 
1, weil die gewählte Ordinate die Hftlfte der Resonanzordinate ist. 
FQr andere Verhältnisse j- gibt Zenneck^) eine Tabelle, ans der 

die Werte 2wT/ y — — = zn entnehmen aind. 

Dieselben Formeln gelten nach Bjerkues bei gedämpfter 
Erregung mit gleicher Annäherung für die Summe \ + \ des 
Dekrementes der erregenden und der Eigenschwingung, wenn 
b| + bj klein ist gegen 2}t; es ist dabei links iu (38) bis (40) ein- 
fach diese Snmme statt b zu setzen. 



1) J. Zenueck, Leitfaden der drabtloBen Telegraphie (Stuttgart 
1909), Tabelle XI im Anhang. 
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7. Kapitel 

Systeme mit mehreren Frelheitsgraden ond 
gekoppelte Schwingongen. 

47. AUgemeine Sjgensohaften der Systeme mit melure' 
ren Freiheitsgraden. Die bisherigen Betrachtangen bezogen 
sich alle aof den abstrakten Fall eines Massenpsnktes, der einen 
Freibeitsgrad der Bewegung besitzt, sich also z. B. nur längs 
einer gegebenen Kurve x bewegen kann. Im speziellsten and ein- 
fachsten Fall ist diese Kurve eine Gerade. Als Sigenschwingung 
(natürliche Schwingung) kommt dem Pnnkt eine einzige zn, deren 
Form durch seine Masse und den Ausdruck der rticktreibenden Kraft 
in Verbindung mit der Dämpfung bestimmt ist. Der Massenpunkt 
kann auch durch ein anderes System ersetzt werden. Z. B. ist ein 
starrer Körper, der sich nur um eine feste Achse drehen kano, 
auch ein System mit einem Freiheitsgrad; seine Schwingnngs- 
föhigkeit ist ebenfalls eine einfache. Angestoßen und dann sieb 
selbst überlassen führen solche Systeme eine bestimmte und nur 
diese Schwingungsbewegung aus. Beispiel: das physische Pendel. 

Anders ist es bei Systemen, die mehrere Freiheitsgrade be- 
sitzen. Einfache Beispiele für solche mit zwei Freiheitsgradeii 
sind ein Massenpunkt, der sich auf einer Fläche bewegen mafi 
(Bewegungsföhigkeit in zwei aufeinander senkrechten Koordinaten- 
richtungen), oder zwei miteinander durch Anziehungs- bzw. Ab- 
stoBungskräfte verbundene Punkte, von denen jeder einzelne sich 
nur Iftngs einer Kurve bewegen kann, oder zwei starre, durch 
einen tordierten Faden miteinander verbundene Körper, die nur 
um diesen Faden als Achse rotieren kSnnen, und Bhnliche. Drei 
Freiheitsgrade hat ein frei im Baum beweglicher Massenpnnkt, 
ein aus drei Punkten bestehendes System, die auf je eine Kurve 
beschi^nkt sind, usw. 

Analogien, speziell akustische, aus dem Gebiet der elastischen 
Körper bilden für den Fall eines Freiheitsgrades die Stimmgabel 
mit dem gewöhnlichen rechteckigen Qaerschnitt der Zinken, bei 
welcher Schwingungen senkrecht zur Zinkenebene normalerweise 
praktisch nicht vorkommen; für den Fall zweier Freiheitsgrade 
der gerade Stab mit rechteckigem Querschnitt, bei dem Bie- 
gungsschwingungen in den zwei aufeinander senkrechten Achsen 
des Querschnitts möglich sind; fOr drei Freiheitsgrade derselbe 
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Stab, wenn man auch die Longitndinalschwiiigiuigen mit berücb- 
sichtigt, die bisher ganz außer acht gelassen wnrden. 

Damit Schwingungen stattfinden können, müssen die wirken- 
den Kräfte so beschaffen sein, dafi sie die Massenpuukte bzw. 
Kassenteilchen nach bestimmten Ruhelagen hiutreiben. Befinden 
sich die Teile des Systems in diesen ihren Bnhe- oder Gleich- 
gewichtslagen, so wirken aach keine Kräfte anf sie. Werden die 
Teilchen irgendwie aus ihren Rubellen entfernt und das System 
sich dann selbst überlassen, so vollfOhren sie Scbwingnngen, nun 
aber nicht mehr von einer einzigen eindeutig bestinünten Form, 
sondern von einer Mannigfaltigkeit, die dem Freibeitsgrad ent- 
spricht. Ist die Schwingung eines Systems mit einem Freibeits- 
grad eine einfache Sinusscbwingung bestimmter Periode, so ist 
hier die Schwingung jedes Teilchens eine Überein anderlagemng 
von SinuBscbwingungen verschiedener Perioden, bildet also, aku- 
stisch gesprochen, einen zusammengesetzten Klang, dessen Kom- 
ponenten durch die Eigenschaften der anderen Teile des Systems 
mitbestimmt werden. 

Die Teile des Systems sind nicht mehr unabhängige Schwin- 
gungssysteme für sieh, sondern miteinander verkoppelt. Man 
kommt also auf diesem Wege über die Theorie der Systeme mit 
mehreren Freiheitsgraden zu der wichtigen Theorie der gekoppel- 
ten Systeme. Den einfachsten, alle Besonderheiten typisch dar- 
stellenden Fall bildet das aus zwei Einzelsystemen von je einem 
Freiheitsgrad zusammengesetzte gekoppelt« System, das in Kr. 51ff. 
bebandelt wird. 

48. Energie and Bewegungsgleiohungen der Systeme 
mit mehreren FreUieltsgraden. Die Bewegung eines mecha- 
nischen Systems ist vollständig bestimmt, wenn man zu allen 
Zeiten die Lage und Geschwindigkeit seiner sämtlichen Teile 
kenni Bei einem aus einzelnen getrennten Massenpunkten be- 
stehenden System wird die Lage durch die Koordinaten der Punkte, 
und die Geschwindigkeit durch deren Differentialquotienten 
nach der Zeit bestimmt. Sind fi Punkte vorbanden, so hat man 
3(1 Baumkoordinaten ii^ndwelcher Art (Cartesiscbe Punktkoor- 
dinaten, Polarkoordinaten, Kugel-, Zylinder-, elliptische Koordi- 
naten usw.) und Sn Geschwindigkeitskomponenten. Die 3fi Ko- 
ordinaten sind aber im allgemeinen nicht alle unabhängig, d. h. 
ihrem Werte nach ganz beliebig wählbar; ein Teil ist auf Orund 
der speziellen l^Tatur des Systems durch die Werte der übrigen, 
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die beliebig angenommen werden können, schon mitbestimmt. Die 
Anzahl der fibrigblelbenden unabhängigen Koordinaten gibt den 
Freibeitsgrad des Systems an. 

Beispielsweise ist bei einem Funkt, der sieb nur auf einer 
gegebenen FlSobe bewegen kann, die dritte Banmkoordinate jedes- 
mal dnrch die beiden anderen mittele der Gleichung der Fläche 
bestimmt, so daß nur zwei Eoordinaten frei gewählt werden 
kSnnen, also nur zwei Freibeitsgrade vorbanden sind. Ein Bei' 
spiel dafür ist das sphärische Pendel Ein anderes Beispiel für 
Beschickung des Freibeitsgrades bilden zwei dorcb eine unaus- 
debnbare Stange von verscbwindend kleiner Masse starr mitein- 
ander verbundene Masaenpunkte. Die Lage des einen Punktes 
ist ganz frei wählbar (drei onabbängige Koordinaten); der andere 
muB sieb dann aber stets auf einer nm jenen ersten Punkt ge- 
schlagenen Eugelfläche befinden, deren Radius durch die Länge 
der Terbindungastange gegeben ist, so daB statt drei nur noch 
zwei willkfirlicb wählbare Koordinaten (etwa Azimut und Zenit- 
bzw. Poldistanz) zu den vorhandenen drei hinzukommen. 

Wie die Systeme im einzelnen beschaffen sind und wie etwaige 
Beschränkungen des Freibeitsgrades bewirkt werden, ist für das 
folgende gleichgültig. 

Bewegen sich die Teile des Systems, so sind die Koordinaten 
nnd die Geschwindigkeiten Funktionen der Zeit und ihrer zu 
irgendeinem Zeitpunkt (etwa Anfangspunkt der Zeit) willkärlicb 
wählbaren eigenen Werte (Anfangawerte der Koordinaten und 
Geschwindigkeiten, die in den Änfangsbedingnngen des jeweiligen 
Problems angegeben werden). Sind diese Funktionen bekannt, 
gleichviel auf welche Weise sie gefunden sind, so ist damit der 
Zustand des Systems zu allen Zeiten bekannt Als Koordinaten 
brauchen nicht immer Strecken zu dienen wie bei den Carteai- 
schen Funktkoordinaten , es können bekanntlich auch andere 
Größen (Winkel usw.) in Betracht kommen. Auch brauchen die 
Koordinatenachsen sich nicht unter rechten Winkeln zu schneiden 
(orthogonale Koordinat«n), sondern können ganz beliebige Winkel 
bilden. Die in dieser Weise veratlgemeinerten Koordinaten sollen 
init Pi, Pit Pf, .-., ihre Differentialquotienten nacb der Zeit 
dt" ' ^ "^"' ■"''^-^nAt ■-- bezeichnet werden. 

Die Gleiobnngen, durch welche die Koordinaten als Funk- 
tionen der Zeit (und der Anfangswerte) dargestellt werden, erhält 
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man im allgemeinen erst durch Integration aufi den DifTereutlal- 
gleichungen der Bewegung. Diese letzteren, die wir fßr Systeme 
mit einem Freiheitsgrad ohne weiteres hinsehreiben konnten, haben 
auch hier die allgemeine Form: Masse mal Beschleunigung des 
Teilchens ist gleich der Summe sämtlicher in der Bescbleunigungs- 
richtung wirkenden Kräfte. Nur liegen die Verbältnisse hier in- 
sofern anders, als die Richtung der Beschleunigung nicht schon 
fest gegeben ist und die inneren Kräfte — von den äußeren oder 
eingeprägten ganz abgesehen — nicht bloB von der Lage und 
Geschwindigkeit des betreEFenden Massenpunktes, sondern auch 
von denen der anderen Punkte abhängen.' Sie sind daher meist 
nicht ohne weiteres angebbar. 

Auf (ünind bekannter, zuerst von Lagrauge abgeleiteter 
Satze der Mechanik kann man die Bewegungsgleichungen jedoch 
hinschreiben, wenn die kinetische Energie U und die potentielle 
Energie F des Systems als Funktion der Koordinaten und Ge- 
schwindigkeiten bekannt sind (sogenannte veraUgemeiuerte Be- 
wegungsgleiehungen von Lagrange). Wenn auBerdem Reibungs- 
kräfte wirken, die von den Geschwindigkeiten abhängen, so muß 
auch die von Lord Rayleigh^) eingeführte „Zerstreuungsfunk- 
tion" (Dissipationsfunktion) F als Funktion der p und p gegeben 
sein, deren doppelter Betn^ 2f angibt, welche Energiemenge 
während der Bewegung in der Zeiteinheit in nichtmechaniscbe ' 
Formen (Wärme) umgewandelt (zerstreut) wird. 

49. EinetiBChe Energie JJ, potentielle Energie V und 
ZeTstrenangsfiuLktion F als Funktionen der Koordinaten p 
und Geschwindigkeiten p. Die kinetische Energie 17 ist 
ganz aUgemein eine homogene quadratische Funktion der Ge- 
schwindigkeiten, also der Größen .P^^jT' Glieder erster Ord- 
nnag in p kommen also nicht vor, wohl aber können aufier den 
rein quadratischen Gliedern auch solche mit Produkten zweier 
Geschwindigkeiten PiP^ usw. vorkommen. Das ist z. B. immer 
der Fall, wenn die Koordinaten nicht orthogonal sind. Ein ein- 
faches Beispiel liefert die Bewegung eines Punktes mit der Masse M 
in der Ebene. Bei orthogonalen Cartesiscben Koordinaten x, y 
ist die kinetische Energie 

1) Lord Rayleigh, Theory of Sound 1 § 81. 
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ßel Benutzung scMefwinkliger Cartesischer Koordinaten, deren 
positive |- und ij-Äcliaen den Winkel a miteinander einschließen, 
wird 



U' 



-T{di)+-2{-d-i) +^' 




(2) 

wie sich ohne weiteres aus der Figur 13 
ergibt, da fUr die Strecke ds die Glei- 
cliungen gelten: 

ds*— (!«'+ dy* 
— (Ii*+ dri'+ 2cos(a(J|dij. 
Die Koeffizienten in dem Ausdmck f&r 
Ü sind im allgemeinen Fonktionen der 
Koordinaten and natürlich der Masse des 
Punktes, der sie einfach proportional 
sind. In besonderen Fällen, wie dem 
obigen, können sie sich auch auf Konstante reduzieren. 

Die potentielle Energie V kann eine beliebige Funk- 
tion der Koordinaten p sein. Dire negative partielle Ableitung 

dv 

nach einer Koordin&tenrichtung, z. B. — ^ — , ergibt die in dieser 
Richtung wirkende Kraft, welche das ganze System auf den Funkt 
ausübt, zu dem die Koordinate gehört. Sind im besonderen die 
Kräfte lineare Funktionen der Koordinaten, was bei hinreichend 
kleinen Verschiebungen der Teile immer nSherungsweise erffUlt 
ist, so ist V eine homogene quadratische Funktion der Koordi- 
naten. Auch hier treten natürlich im allgemeinen außer den 
Quadraten auch Produkte, diesmal je zweier Koordinaten anf. 

Für reibungslose mechanische Systeme oder allgemeiner ge- 
sprochen für Systeme, ia denen keine dissipativen, energiezerstreuen- 
den Kräfte tätig sind, gentigt die Kenntnis dieser beiden Größen 
und der äußeren (eingeprägten) Kräfte zur Aufstellung der Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung. Im anderen Falle muß noch 
der Betrag der Energiezerstrenung pro Zeiteinheit bekannt sein. 
Dieser läßt sich nach Lord Rayleigb durch die Zerstreuungs- 
funktion F darstellen — er ist gleich 2F ^, wenn die dissi- 
pativen Kräfte den Geschwindigkeiten p proportional sind, wobei 
es keinen wesentlichen Unterschied macht, ob die absoluten Ge- 
schwindigkeiten gegen ein festes Koordinatensystem oder die rela- 
tiven der Teile gegeneinander benutzt werden. Die Zerstreuungs- 
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funktion T wird in diesem Falle, wie die kinetische Energie 11, 
eine homogene quadratische Funktion der Geschwindigkeiten, und 
ihre negative partielle Ableitung nach irgendeiner OeEchwiudig- 
keitskomponente p gibt die in der Richtung dieser Geschwindig- 
keit entgegenwirkende dissipative Ktaft, speziell Reihungakraft, an. 
SO. Bewegnngsgleicbungen, wenn TJ,F,V homogene 
C[uadiBtiBolLe Funktionen der Koordinaten bzw. Gesohwüi- 
dlgkeiten sind. Die Lagrangeschen Bewegnngsgleichungen ^) 
erhält man aus XI, Y, F und den äußeren EiUften P^, P,, . . . fBr 
jede der Koordinaten p in folgender Form : 

CSI ±l^\ - i^-1- ^ 4. il^ P 

W dtXdp,} dp, "•■ dp, ^ dp, -^ 

und Eo viel entsprechende mit anderem Indes, wie es unabhängige 
Koordinaten gibt. 

Die Zerstreuungsfunktion, kinetische und potentielle Energie 
F, U, Y lassen sich nach der hier gemachten Voraussetzung in 
folgender Weise ausdrucken: 

y=^Pl^+^Pi'+-+C,^PlPt+^KPlP!> + -+<H>Sp3Ps + -- 

Die EoeMzienten a und b sind im allgemeinen Funktionen der 
Koordinaten p, reduzieren sich aber in speziellen Fallen auf kon- 
stante Werte, die Koef&zienten c sind konstant. Dabei sei noch 
einmal bemerkt: U hat von selbst diese quadratische Form, F 
muß sie haben, wenn die dissipativen Kräfte in den Bewegungs- 
gleiehungen den GeBchwindigkeiten proportional sein sollen, Y da- 
gegen ist dieser Beschränkung nicht unterworfen und hat diese 
Form nur, wenn die inneren Kräfte linear von den Koordinaten 
abhängen. 

Die Bewegungsgleichungen werden also bei Geltung der Glei- 
chungen (4): 

1) Ygl. Lehrbücher der analytiacheu Mechanik; z. B. Ä. Gra;, 
Lehrbuch d. PhjBik, Bd. I, §240 ff. (deutsche Ausg. von F. Auerbach). 
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d, . , . , -. Pi* da,, Vt* d<h, 

^^' -PiPs^-Pih^ + f>iiPi + htPi + --- 

und die entsprechenden mit anderem Iudex. 

Fär die Akustik kommen haupts&clilicli Schwingungen von 
kleiner Amplitude um stabile Gleichgewichtslagen in Betracht. 
In diesem Falle sind bei genügender Kleinheit der Amplituden in 
erster Annäherung die Koeffizienten a,h,c als konstant anzu- 
sehen und die Bewegungsgleichungen vereinfachen sich wesent- 
lich: sie werden: 



(6) 






+ Ciii^i + CisPj H P, , 

+ ^nPi + '^»Pi + ■ 



Hier sind die Koef&zientenindizes so geschrieben, daB die folgende 
Gleichung einfach durch zyklische Vertauachung aus der vorher- 
gehenden entsteht. Es gelten dabei die Beziehungen: 
(7) a,^ = a^i , b,^ — ö^j , c^^ — c^, , 

wobei i und k beliebige positive ganze Zahlen sind. Koch all- 
gemeiner wird das Gleicbungasystem (6), wenn die Bedingungen 
(7) nicht gelten. Dann lassen sich aber die Größen U, 7,^' nicht 
in der einfachen Form von 61. (4) ansdröcken. 

6L Eoppelnng nnd ITormalkoordinateii. In der Form (6) 
bilden die Gleichungen die Grundlage für die von M. Wien') 
entwickelte Theorie der gekoppelten Schwingangen. Der 
einfJEichste Fall ist der eines Systems von zwei Freibeitsgraden, das 
man sich also bestehend denken kann aus zwei Teilsystemen mit 
je einem Freibeitsgrad. Die beiden in Nr. 50 (6) hingeschriebenen 
Gleichungen mit Weglassung der durch Funkte angedeuteten 
weiteren Glieder sind dabei das ganze zu lösende System von 

1) M. Wien, Wiedem. Ann. d. Physik n. Chemie 61 (18ST), 151. 
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Differential gleichangen. Sind die äußeren Kräfte P, , Pj Null, so 
erhält man daraas die Eigenschwingaugen des Systems. 

Ein Vergleich der einzelnen Gleichungen (6) mit der im 5. 
und 6. Kapitel (vgl. z. B. Gl. (12) Nr. 38) behandelten Gleichung 
eines geimpften Systems mit einem Freiheitsgrad zeigt, daS sie 
aus dieser einfach durch Hinzuf&gung von Gliedern hervorgehen, 
welche auch von den anderen Koordinaten abhängen. Wien be- 
zeichnet dieselben als Koppelungaglieder. Es sind hier die- 
jenigen Glieder, deren Koeffizienten einen Doppelindei mit zwei 
verechiedenon Zahlen haben, wie 12, 13,21 usw. Sie Eoppelung 
bewirkt, daß die Bewegungen nach den einzelnen Eoordinatenricb- 
tnngen nicht mehr voneinander unabhängig sind. Eine Bewegung 
des Systems in irgendeiner Koordinatenrichtung hat im allgemei- 
nen Bewegungen auch in den anderen Koordinatenrichtungen zur 
Folge. Die Energie der ersten Bewegung geht dabei zum Teil 
anf die anderen über. Nur fOr gewisse, jedesmal durch die spe- 
zielle Natur des Systems bestimmte Koordinaten, die Normal- 
koordinaten genannt werden, wird dies anders, indem fBr Be- 
wegungen in diesen Richtungen die Koppelung ganz oder wenig- 
stens teilweise wegfSllt. Die einzelnen Bewegungen sind im erst«n 
Falle ganz unabhängig voneinander; es sind, wenn es sich um 
Schwingungen handelt, die Partialschwingungen des Systems, 
die — abgesehen von etwaiger Dämpfung — dauernd unverändert 



Die Theorie ist ohne weiteres auf elektromagnetische Schwin- 
gungen übertragbar, wobei die verallgemeinerten Koordinaten 
Pi, Pi, ■ ■ ■ entweder elektrische Stromstärke oder FlektrizitSts- 
meage oder Spannung in den gekoppelten Schwingungskreisen 
1, 2, 3, . . . darstellen können und die Koeffizienten a, b, c mit 
den Induktionskoeffizienten, Ohmschen Widerständen imd elektri- 
schen Kapazitäten zusammenhangen bzw. mit ihnen identisch sind. 

Die Normalkoordinaten haben ihre Bedeutung in erster 
Linie fSr den idealen Fall fehlender Reibung, also J* = 0. Dann 
lassen sich nämlich durch Einführung geeigneter neuer Koordi- 
naten, eben der Normalkoordinaten ij!, gleichzeitig die beiden 
AusdrQcke U und V in Nr. 50 (4) so umformen, daB sie nur 
quadratische Glieder und keine Produkte verschiedener Koordi- 
naten bzw. Geschwindigkeiten enthalten. (Dabei ist immer voraus- 
gesetzt, daQ die Koeffizienten a und c bzw. auch b in diesen Aus- 
drücken Konstante sind.) Es wird also: 
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(8) 



J" — 0. 



Die resultierenden Beweg ungsgleichungeu enthalten offenbar keine 
KoppelungBglieder, sie sind einfach bo yIgI unabhängige Bewegungs- 
gleichnngen von Systemen mit einem Freiheitsgrad, als es Koor- 
dinaten gibt. Ihre Lösungen sind, wenn keine finSeren Kräfte >P 

wirken, ungedämpfte Sinusschwingungen der einzelnen Kormal- 
koordinaten, welche die möglichen freien Fartialschwingungen des 
Systems darstellen: 

(9) 3^, = A^ sin (n^t + Öj, »F, = Jg sin (V + 6,), . . . , 

wobei gemSß Nr. 24 «,*= —,«,*=-,... ist. 

Ein System von (t Freiheitsgraden besitzt also p. verschiedene 
Eigenschwingungen oder — akustisch gesprochen — ^verschiedene 
Eigentöne. Wenn äußere Kräfte ^ wirken, so erhält man die 
entsprechenden eizwnngenen Schwingnngen, 

Aach bei vorhandener Reihung kann es vorkommen, dafi fär 
die Normalkoordinaten überhaupt keine Koppelung auftritt, näm- 
lich dann, wenn duroh EinfOhrung derselben gleichzeitig auch die 
ZerBtreuungsfnnktion F sich so umformt, daß sie nur quadratische 
Glieder besitzt. Die freien Partialschwingungen sind dann ge- 
dämpfte SiuuSBchwingungen mit den Dämpfhugen 



Äs = 



20,' ■ 



Im allgemeinen fallen aber die Produkte nicht weg, und es bleibt 
dann die Beibungskoppelang auch f^r die Normalkooi'dinaten be- 
stehen. 

Statt U und V kann man natürlich auch ü nnd F oder F 
und Y durch Einführung neuer Koordinaten auf die einfache 
Form mit bloß quadratischen Gliedern reduzieren, was nach der 
Theorie der quadratischen Formen bei konstanten Koeffizienten 
a, b, c immer mOglich ist. Dann bleibt im allgemeinen die dritte 
Größe nnreduziert und liefert die entsprechenden Koppelungs- 
glieder. Doch entsteht dadurch nichts prinzipiell Neues. 



n,s,t,.,.d Di. Google 



108 7- Eftp' Syafeme m. mehier. Freiheitegraden u. gekoppelte Schwing. 

62. System von zwei FrellieitsgTSden. Arten der Koppe- 
lung. Koppelongskoeffislenteu. Wesen und Wirkungsweise der 
Koppelung ergibt sich am best«n aus der Dnrohrechnui^; eines 
einfachen Spezialfalles, Als solchen nehmen wir den von Wien^) 
behandelten Fall der freien Schwingungen eines Systems von 
zwei Freiheitsgr&den. Die Differentialgleichungen (6) Nr. SO 
laut«n mit anderer Anordnung der Glieder und Bezeichnung der 
Variablen durch x^ und x^ : 

Id'x, , , dx, , , d*x, , , dx, , _ 

d*x. , , dx. , , . d'ic, , , dx, , 

Dividiert man sie durch a^^ bzw. c^, so gehen sie Aber in: 

^+2^,^ + Va^+?,-5^+2ö,tf,-^ + V*.%=0, 
wobei gesetzt ist: 



(10a) 



(11) ^-2d,. ?a-2d„ ^ = 2rf.ff., ^"- = 2d,ff,, 

Si ^ «« ^' ».1 ^ *' «H * * 

Die Größen 9, a, f^ (letzteres bei Wien mit i bezeichnet) sind 
reine Zahlenkoefßzienten, wie aas dieser Definition hervorgeht. 
Wien hat sie „Koppelungskoeffizienten" genannt ond zwar 
in der angegebenen Reihenfolge Koeffizienten der Beschleu- 
nigungs-, Reibungs- und Kraftkoppelung. Nenerdings wird 
jedoch bei derartigen Systemen (inshesondere bei zwei gekoppelten 
elektrischen Schwingangskreisen) , wenn es sich, wie es meist der 
Fall ist, nur um eine Art der Koppelung handelt, gewöhnlich die 
Quadratwurzel ans dem Produkt der beiden zusammengehörigen 
Koeffizienten, z. B. Yeil/i oder V^i*i *^ „Koppeluugskoeffi- 
zient" bezeichnet. 

I) M. Wien, Wiedemanns Annale» der Phjsik und Chemie 61 
(18BT), 151. 



n,s,t,.,.d Di. Google 



53. System TOn ewei Freiheitigraden. Arten der KoppeluDg. 109 

Durch Elimination der einen Variablen, etwa x^, erhält man 
aus dem System der beiden simnltanen Sifferentialgleichnngen (lO) 
eine lineare Differentialgleichang vierter Ordnung: 

(12) «3F + »äF + «Jir + ■'31 + «»-'>■ 

Das kann man z. B. so erreichen. Wir bezeichnen die erst« der 
beiden Gleichungen (lO) mit I, die zweite mit II. Zunächst wird 
das Glied , ," aua beiden eliminiert, wodurch eine neue Glei- 
chung in entsteht, die x^ nur in den Verbindungen -j~ und x, 

enthält. Diese wird nach ( differentiiert, so daß sie -^ und 

dx 

-^ , aber kein x^ enthält, und in dieser neuen Form (Illa) wieder 

mit II so kombiniert, daß die Glieder mit -77^ Terschwinden und 
eine neue Gleichung IV entsteht, die nun wie DI x^ nur in -^ 
und a-j, a^ aber auch als -^-^ enthält Diese Gleichung IV wird 
nnn mit III kombiniert, so daß -^- verschwindet und eine Glei- 
chung V entsteht, welche außer a^ nur Glieder mit x^ und dessen 
Differentialquotienten, und zwar als höchsten derselben -^r^ ent- 
halt. Nach t differentiiert liefert dieselbe -^ , ausgedrückt durch 
% und dessen Differentialquotienten, wobei -j^ als höchster 
Differentialqnotient auftritt. Diese beiden Werte von Xj und ~ 
in in eingesetzt, fUhren zu der gesuchten linearen Differeutial- 
gleichung vierter Ordnung für Xj^. Genau die entsprechende Glei- 
chung mit vertauschten Indizes erhält man für x,. Wenn einzelne 
Koppelungsglieder fehlen, vereinfacht sich die Sechnung, und 
man erhält besondere, einfachere Fälle der Gl. (l2). 

Kach dem früher, Nr. 61, Gesagten würde man prinzipiell mit 
einem solchen einfacheren Fall auskommen, da man bei der an- 
genommenen Form der Bewegangsgleichungen durch Einführung 
von „Normalkoordinaten" zwei Koppelungsarten beseitigen kann. 
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Es muß aber hervorgehoben werden, daß dies nur bei Geltung der 
Gleichungen (7) N^r. 50 zutrifft, also in dem Falle, wo ET", V, F 
sich durch Gl. (4) Kr. 60 darstellen lassen. Indes ist es zuweilen 
erwflnscht, die andere Koordinatenart statt der Normalkoordinaten 
beizubehalten, auch wenn die Bednktton mSglicb ist. Die einzel- 
nen Spezialfälle sind von Wien in der schon zitierten sowie einer 
späteren Arbeit*) und von Drude') dar chgere ebnet worden, in 
den beiden letzteren für elektromagnetische Scbwingungssystenie. 
63. NatürUohe oder Eigeneohwlngiingen eines gekoppel- 
ten Systeme von zwei Freiheitsgraden. Nach der Theorie 
der linearen DifferentJalgleicbimgen lassen sich partikuläre Inte- 
grale für sie stets mit Hilfe der £sponentialfauktiou finden; das 
allgemeine Integral muB so viel willkürliche Konstanten haben, 
als die Ordnung der Gleichung beträgt, im vorliegenden Falle 
also vier. Der Ansatz 

iQr ein solches partikuläres Integral liefert, wenn man diesen 
Wert in die Differentialgleichung Nr. 52 (12) einsetzt, eine Be- 
stimmungegleichung vom vierten Grade für fi. Daraus ergeben 
sich also vier (im allgemeinen) verschiedene Werte p, und somit 
vier verschiedene partikulSre Integrale, ans denen man das all- 
gemeine Integral erhält, indem man sie mit je einer willkürlichen 
Konstante multipliziert und addiert: 

(13) X — Ae^^' + Bef-* + Ce^** + B^*'. 

Die vier Wurzeln der biqnadratischen Gleichung fttr ^ haben die 
Form : 

(14) M__j_'j.j,; „a M--V±".'. 

wobei 1 = 1/— 1 ist. Es wird sich sofort zeigen, daß, entsprechend 
den Bezeichnungen bei Systemen mit einem Freiheitsgrad, die 6' 
Dämpfimgskonstanten, die v (Kreia-)Frequenzen der Eigenschwin- 
gungen des gekoppelten Systems sind. Falls die Größen v^ und 
Vg' imaginär ausfallen, die Werte ft also alle reell werden, erhält 
man keine Schwingungen, sondern aperiodische Bewegungen. In 
jedem Falle müssen die reellen Teile der ^ negativ sein, damit 

1) M. Wien, Annalen d. Phygik 8 (1902), 886. 
8} P. Drade, ebenda 13 (1901), Gia. 
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die Amplituden mit der Zeit abnehmen, was übrigens infolge der 
Natur der vorliegenden Differentialgleiohnngen immer erfflllt ist. 
Wir bescliränken ans auf reelle Werte der Frequenzen v', also 
auf Schwingungen. 

Mit Benutzting derMoivresehen Formeln e±'"=cosm±i8in(i) 
kann man die einzeln«ii Glieder ef' zerlegen und dadurch das 
ganze Integral in einen reellen und einen imaginären Teil spalten, 
Ton denen jeder für sich — der imaginäre unter Weglasaung des 
Faktors i — ein Integral in anderer Form darstellt. Man erhält 
aus (13): 

(15) x='Ae-^-''coavi't + Be-*>'*co8v,'( + Ce-^'''cosv,'f 

+ *[Je-*'''sinv,'i— J5e-''''Bin v,'i + Ce-'''''sin v^'t 

— Dc-*"''sini','(] 
= (A + B)e-''.''cosfi'(+(C+B)e-^-''cosV 
+ i[(Ä - B)e-*'''9in v^'t + (C- D)e-''-'sin v^'t}. 

Indem man die beiden neuen reellen Integrale, deren willkürliche 
Konstanten jetzt Ä + £, Ä~B, C + D, C — D sind, additiv 
zum allgemeinen reellen Integral vereinigt, ergibt sich einfach 
der znlstzt hingeschriebene Ausdruck ohne den Faktor t im 
zweiten Teil. Das so entstandene Integral läßt sich auf bekannte 
Weise umformen in: 

(16) K — .4'e-*'''sin(v,'( + y) + i'e-*.''sin(l.J'( + t)■ 
Hier sind die Amplituden A', B' und die Phasenkonstanten rp, i/i 
willkürlich und durch die Anfangsbedingungen des Problems zm 
bestimmen. Ist die so gefundene Variable das X^^ des Gleichungs- 
systems (10) Nr. sa, so ergibt sich daraus Xj mit Hilfe einer der 
vorher erwähnten Gleichungen, die bei der Elimination von Xj 
benutzt wurden. Dabei kommen offenbar keine neuen willkftr- 
lidien Konstanten mehr hinein, so daB die Lösung des Problems, 
wie es sein muB, im ganzen vier willkürliche Konstanten enthalt. 
Man kann die Lßsung symmetrisch schreiben, wobei sie scheinbar 
acht Integrationskonstanten enthält, nSmlicb: 

^ ' la^ — ^e-'''''sin(vi'(+qnj) + .Bje-*»''BiD(vj'( + *,). 
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Von den Konstanten sind jedoch nur vier, etwa A^, B^, tp^, iJj, 
willkttrlicli, während die Verh&ltuisse ^ , ^ , ~,~ duroh die 
Koef6zienteii der Differential gleiohimgeii, d. h. dorch die Kon- 
stanten des schwingenden Systems festgelegt sind. 

Das wesentliche Ergebnis dieser Cbersichtsreclmnng ist also: 
In einem gekoppelten System, das aus zweiTeilsystemen 
mit je einem Freiheitsgrad besteht, führt jedes der- 
selben für sich Schwingungen aus, die durch Überein- 
anderlagerung zweier Sinusschwingungen mit (im all- 
gemeinen) verschiedenen, aber für beide Systeme ge- 
meinschaftlichen Dämpfungen und Schwiugungszahlen 
gebildet werden. Zur Verdeutlichung dienen die folgenden 
Spezialfälle. 

B4. Eigens ohwingung zweier ungedämpfter gekoppelter 
Sreteme. Ist ncr „Kraftkoppel ung" (entsprechend der elektrischen 
oder Kapazitätskoppelung bei elektromagnetiscben Systemen) vor- 
handen, so lauten die Bewegungsgleichungen: 

(18) gl- + V«i + "i'»i'>-0, ^ + «iS + «.'».»i-0. 

Durch Elimination eines der x erhält man die für beide x gültige 
D ifferentialgleichung : 



Durch den Ansatz x •- (f — (f" erhält man die charakteristische 
Qleichung: 

(20) f.* + fi» («j" -f n,") + n^W (1 - *i*a) = 0, 

also: 

Dieser Wert ist, da die Koeffizienten ^j und #,, wie sich zeigen 
wird, immer kleiner als 1 sind, stets negativ; f* wird also rein 
imaginär, und man erhält demnach Sinosscbwingimgen mit den 
beiden Schwingnngszahlen: 



(21) "i'j- I ] A'+«,'±y('H'^'^v+*«.'«.'^.»i 
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Hieraus er^bt sich sofort Xi, und wenn man den Wert dafltr in 
die erat« der beiden Differentialgleicbungea (18) einsetzt, auch x^; 

i x^•=' A Bin (ti^'t •{■ ip) ■}■ B ain («,'( -f tf) 
^ ' la^ — -i' sin (n,'( + 9) + B'ain («,'* + '*'), 

wobei A und B die beiden willkürlichen Amplitndenkonst&Dteu, 
ip und t|/ die willkürlichen Phuenkonstantfln sind; die Amplituden 
A' nnd B' hängen mit^ und B zusammen dnroh die Gleicbnngen: 

Ordnet man die Vorzeichen in (21) so zu, daß für Terschwindende 
Koppelung, d. h. #,'=#, — 0, n,' in »j und »,' in ftj übergeht, 
so l^n man A' and S schreiben: 



R' -(«.'-".') -V(V-*sV+*n.*n.'fr,», , 
oder auch in der von Wien benatzten Form: 



I ^'=" 



I B'— - 



a«,'& ,B 



Hier sieht man, wie die Schwingung jedes Teilsystems sieh ans 
zwei SinusschwingoDgen verschiedener Periode zusammensetzt. Die 
Terh&ltnisse werden noch deutlicher, wenn man weiter spezialisiert. 
I. Differenz der Schwingungszahlen TerhiltnismäBig 
groß, derart, daß «,'—»,' groß ist gegen 4:Mi*«,'ö,#,. 
Man kann dann die Quadratwurzel in den Ausdrücken für n,'* 
und n^'* entwickeln und erh&lt: 

!»,■'-».■+ =t^- ■• ">"- "•■ - "^r^TT , 

(24) Li»; ^ "^ ■ ^ 

I ». -"■l' + iK^'-l .;■) )' «. -".('-S(V^vj)- 
des — Zeicbenf 
auch »i'> «1*, 
8 
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Bei Zuordnung des + Zeichens in (21) zn «,', des — Zeichens 
zu n,' gilt ni'> fl|' und nach dem vorher Gesagten auch nj'> n|^ 

Eallhna: Akutik. L 8 , 
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Also sagen die Gleichungen (24) ans: die naffirliche Schwingongs- 
zahl des höheren Tones n, der ungekoppelten Systeme wird dnrch 
die £oppelnng vergrößert zu n^', der Ton slao erhöht; die des 
tieferen Tones Wj wird verkleinert zu n^', der betreffende Ton 
also vertieft. Die Aufeinanderfolge der Schwingungszahlen ist 
daher dnrch Figur 14 gegeben. 

Man kann die Überein an derlagening beider Schwingungen in 
jedem der Teilsysteme nach Wien folgendermaßen auffassen; 
jedes System führt freie Schwingongen nach seiner 
(durch die Koppelung etwas geänderten) Eigenperiode 
und zugleich erzwungene Schwingungen der (ebenfalls 
etwas geänderten) Eigenperiode des andern Systems ans. 
Für die Amplituden ergibt sich das Größen Verhältnis so, daß die- 
jenige Schwingung bevorzugt ist, deren Frequenz der Sigenfrequenz 
I 1 t I 1 > oo 



des ungekoppelten Systems näher liegt. Hier würde dies fllr 
System 1 die J. - Schwingung (Frequenz «,'), för System 2 die 
2f-8chwiDgung (Frequenz «j') sein. 

II. Differenz der natürlichen Schwingungszahlen 
Mj — «j gleich Null (Resonanzfall). Auch hier ei^eben sich 
zwei verschiedene Frequenzen «,' und «j', die eine grCßer, die 
andere kleiner als die natürliche Schwingnngszahl m,^ ~ fij •« n 
der freien Systeme. Es wird uBmlich: 

|»i'— »*(i + V»^ , «;*= «*(l — V*!*») . 
also _ 

wobei 

(25a) 9 = y»i », 

der KoppelungskoefBzient in der neueren Bedeutung ist. Also : 

(a!i=-dsin(M(l/l + # + v) + BBm{tttyi — » + ■^), 



\x, = Ay^am(ntyi-i-9+ip)—Byp8m(ntyi-^+^l>). 

• gleichgestimmte 
,ue Abstimmung de 

n,s,t,.,.d Di. Google 



Die Koppelung zweier von Natur gleichgestimmter 
freier Systeme macht also eine genaue Abstimmung des 
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O&nzeu auf einen einzigen Ton Überhaupt unmSglich. 
Bei loser Koppelung wird allerdings der Unterschied der ge- 
koppelten Frequenzen so gering, daß sie praktisch als eiue einzige 
erscheinen, akustisch also als ein Ton, 

Die Amplitude der ^-Schwingung (Mj') im System 1 verhält 
sich hier zur Amplitude derselben Schwingung im System 2 wie 
y#j ; yftj, und dasselbe gilt fllr die S-Schwingung. In "Verbin- 
dung mit den Definition sgleichungen der Koppelusgskoefßzienten 
#^ und &^ Nr. Sa (11) ergibt dies, daS die Amplituden sich 
umgekehrt wie die Quadratwurzeln aus den Massen der 
Systeme verhalten. Daher ist die mittlere Energie der jl-Schwin- 
gung in beiden Systemen die gleiche, und ebenso die der iJ-Schwin- 
gung. Die Energie verteilt sich also im Uittel gleichmäßig über 
das ganze System. Dabei kann sie jedoch, wie sich sogleich zeigen 
wird, zeitweise ganz oder ftberwiegend in dem einen Teilsystem 
enthalten sein, d. h. sie pendelt zwischen beiden Systemen hin 
und her. 

SB. Sohwebungen. Pendeln der Energie zwisohen den 
Teilsyetemen. Durch die Übereinanderlagemng der A- und B- 
Schwinguug entstehen in jedem System Schwebunges, die um 
BO langsamer werden, je weniger die beiden Frequenzen von- 
einander abweichen, je kleiner also der „£oppelungskoeffizient" 
& ■= y^i^a ist. Sie sind daher bei fester Koppelung schneller 
als hei loser. Die Schwebungen finden iu beiden Systemen mit 
gleicher Schnelligkeit statt (Frequenz derselben «'■- «j' — «j*), 
sind aber wegen der verschiedenen Torzeichen der einzelnen Schwin- 
gungsglieder Nr, 64 (26) in der Phase um 180" gegeneinander 
verschoben. Die Amplitude, und mit ihr die Energie, hat deshalb 
in dem einen System ihr Maximum, wenn sie im anderen ihr 
Minimum besitzt. Damit tritt das vorher erwähnte Hin- und 
Herpendeln der Energie zwischen den Systemen ein. Graphisch 
ist das Verhalten in Figur 15 dargestellt. 

Soll bei den Schwebongen einige Zeit in jedem System nahezu 
völlige Buhe herrschen, die Amplitude der resultierenden Schwin- 
gung also Null oder wenigstens sehr klein sein, so muß A — B 
sein, d. h. die beiden Teilschwingungen müssen gleiche Amplitu- 
den haben. 

Ausgeprägte Schwehungen erfolgen somit nur bei loser Koppe- 
lung, also wenn 9 = V'^i^j klein ist gegen 1, und wenn gleich- 
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zeitig Ä und B nicht sehr rerschiedeii sind. Dann ist aber nähe- 
nmgsweise: 

V-m(i+*), V-«(i--|), 

und die Oleichongen (26) fär x, und x^ gehen für den Fall 
A'= B über in : 

5 - ».[«((1+ 4) + »] + ,i„[„((i-i)+ <,] 



(27) 



-2^.{-^ + ^)^{.. + ^J), 



ay|j-.i.[„,(i + f) + »]-™[„.(i-|) + *] 

Dies sind Sinnsschwingnngen der Frequenz n mit zeitlich Tariabler 
Amplitude. Die Frequenz der AmplitudeuBchwankung ist -g- , 
sie ist also bei der bezaglich & gemachten Annahme klein gegen n. 
Es ist leicht zu erkennen, daß die Amplitude von X^ ibr Maximum 
bat, wenn die von Xj = ist und tungekehrt, womit das Hin- 



nMRP'r'^^ 




gskoppaltsn Sritamg intolge Hln- 
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und Eerpendeln der Energie sich bestätigt. Die Amplitude kann 
noi- dann genau gleich Null werden, wenn A — B ist. Umgekehrt 
folgt: wenn za irgendeiner Zeit die Amplitude der resultierenden 
Schwingung eines der Systeme Knll ist, so muB Ä ■— B Bein, 
d. h. die ÄmpUtuden der beiden Teilschwingungea mit den Fre- 
quenzen n^' und n,' müssen einander gleich sein. Die Amplituden- 
minima sind dann bei den Schwebnngen in beiden Systemen sämt- 
lich Null. Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn zu Anfang ein System 
in Buhe ist and das andere von außen erregt wird. Das erste 
System wird dann von dieaem allmählich auch zum Schwingen 
gebracht, nimmt dabei nach und nach die ganze Energie des an- 
deren auf, gibt sie dann wieder ab, und so geht das Spiel weiter 
66. EigeaBOliwiag;iiiigen zweier gedämpfter gekoppelter 
Systeme. Speziol&ll gleicher Dämpfang, <fi^^t^ tf. Die 
Behandlung der übrigen Eoppelunggarten ergibt nichts wesent- 
lich anderes als die Kraftkoppelung. Dagegen ist das Verhalten 
der Dämpfung ein neues, in der Natur sogar sehr wesentliches 
Uoment. Wir nehmen auch hier wieder Kraftkoppelnng an. Die 
Differentialgleichungen der Bewegung sind dann: 



(28) 



'sf + ".§ + ».'«. + W.^ 



Aus ihnen ergibt sich die lineare Differentialgleichnng für jedes 
der x: 

(29) f;f-^2(d..fd,)^ + (V+V+iW|^f 

+ 2 (J,V + -Ji«»') ^ + "i*V(l - *!*»)« = 0, 

nnd mit dem Ansatz x-- ff als partikulärem Istegral die Bestim- 
mungsgleiohung (Charakteristik) för fi: 

(30) ^* + 2(<ii-}- d,)^» + (»4»+ *H^+ 4*1^,)^' 

+ 2(*jMiH *i»j*)ft + «i*V(l — *i*») - 0. 
Die ziemlich umständliche LOsung derselben, deren Herleitung 
Wien ausführlich mitteilt, laßt sich, mit VeraachläsEigung von 
kleinen Gliedern höherer Ordnung, in einfacher Form für den Fall 
hinscfareiben, daß Dämpfung und Koppelung mäßig groß und die 
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Differenz der Schwingnugaz^ilen klein geg^en die Schwiagnngs- 
zablen selbst ist, daß also nur die Tlmgebiuig der BesoDanz be- 
trachtet wird. Wenn d, #v und Vj — v, so klein sind, daS 
ihre dritten und höheren Potenzen neben v^ and höheren 
Potenzen von v vernachtässigt werden können, so gilt: 



(31) 
wobei 

(32) 



;^) - ± i(« + s) - (H^ + s) - - j,'± i<, 



«=14=^. f )=v: 



y(a>_4c)-+6 a 6'±(a'-4c) 



- (*i -.li)* 



la''-4c=(V-VjV-2(#,-#,)*(»'i»+V)+**i*i»'i'V- 
Die GröBen 

sind die natürlichen Schwingungszahlen der angekoppelten ge- 
dämpften Teilsysteme. 

Wir betrachten wieder spezielle Falle. 

L D&mpfnng in beiden Systemen gleich, ^, = dj = S. 

^"^■'■- S_0, S_0, a = V + V, 

a' — ic — (V- »,')' + 4e,9,»,'v,", 
-|/ 2(.--4e) 1 / (»,■-., V+IO,»,.,'..,' 

^ - K ~iK r slv+V) 

und n&herungsweise : 

wenn man den zunächst erhaltenen Wurzelauadmck in eine Reihe 
entwickelt und diese mit dem zweiten Gliede abbricht, was voraus- 
setzt, daß dieses Glied bereits so klein ist gegen 1, daß seine 
höheren Potenzen vernachlässigt werden dürfen. 

Man erhalt also zwei verschiedeue Frequenzen 
(33) v,'=Q + B, Vj'-Q~B, 
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die durch die gemeinsame Nähernngsgleichung bestimmt sind: 

(S*) "s!)-^'^±yV'(».*-V)*+4»,»,VV. 

Ist hierin vj'— v,'groß gegen das Koppelnngsglied 2v,V(yt^^, 
Bo ergibt dies dorch Beihenentwicklnng: 

"i — *! i- /„>_„_t,i V| = V 



(S5) {und 



Das Ei^ebnie iat also demjenigen bei ungedämpften Schwingungen 
ganz analog. Wichtiger ist der in der folgenden Nnnuner be- 
handelte Fall 

57. Gekoppelte Eigenaohwingmigeii bei TeraoUedenez 
Dämpfaug, aber gleicher Freqaena der freien Systeme 
(Besonuisfoll). Wir setzen hier also 

n. die Dämpfnng der beiden freien Systeme *, und tf, 
veraohiedeu, ihre Frequenzen v, und v, aber gleich. 
Beide Systeme aollen also vor der Eoppelung aufeinander abge- 
stimmt sein. Akustische Beispiele liefern die schwach gedämpften 
Stimmgabeln, welche mit stark gedämpften Hesonanzkästen ge- 
koppelt sind. Für den hier vorliegenden Spezialfall der Reso- 
nanz gilt: 

(36) .,-v,-., 

nnd es wird: 

-2»'+ ^*'"*'^' , ft = 0, a»-4c 4{Ä,-Ä,)V+4»i»,t^, 



^ V 2 8a y ^ f 4 16»'+4(*, — #,)' 



¥-V~- 



IBt-' + iJ*, — *,)' 



Nimmt man nun an, was bei akustischen Schwingungen immer 
zutreffen wird, d&S die Differenz der Dämpfungen der freien 
Systeme d^ — tf, klein ist gegen die gemeinsame Frequenz v, ao 
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kann i^enmgsweise (dj — i^)* gegen v* vemadilftssigt werden 
und die Werte Ton Q and B werden einfftcher: 



■*.)• 



(37) «-.l/i-?A, B.y >,».'--^i:- 

In den meisten F&Uen ist schon jede der D&mpfnngen i^ and 3^ 
tÜT sich klein g^en v, dann selbst bei stark ged&mpflen knbisohen 
Luftresonatoren (Besonanzkftsten) beträgt das (natflrliühe) loga- 
rithmische Dekrement b nacb VerSDOhen von Leiberg^) etwa 
0,03 bis 0,3, woraus sich — Tgl. Nr. 33 (14) — feü — ~ — 
nngeHthr 0,005 bis 0,05 ei^bt FQr Stimmgabeln ist nach den 
schon in.Nr. 84 mitgeteilten Werten von H&rtmann-Eempf im 
Mittel b'— 0,002, also das natürliche Dekrement b — 0,00461, 
so daß — ungefähr 0,0007 wird. 

Es kommt nun weiter darauf an, ob die Koppelung oder 
die DSmpfang fiberwiegt. 

Ist 1. die Koppelung vorherrschend, derart, daß 

(38) #i»jv»>(*,-d,)» 

ist, so wird B ebenso wie Q reell, man erh&lt also nach Nr. 86 
(31) zwei verschiedene Frequenzen 

(39) v,'-e + -B, Vj'-Q-B, 

wo Q imd B die Werte (37) haben, aber fElr beide Schwingungen 
ein und dieselbe DSmpfung 

(40) f.lii. 

Ist 2. die Dämpfung gleich der Koppelung, also 

(41) »i»y~is^-i,)\ 

so wird Ä = 0, und man erhalt in diesem Übergangsfall (bei 
Resonanz) nur eine Frequenz und eine Dämpfung 



1) P. Leiberg, Joum. d. m**. phyaik.-chem. Gesellsch. (physik. 
Abt.) 37 (1896), $3. Referat io den Beiblättern m den Anmalen 
d. Phjsik Q. Chemie 20 (1896), 961. 
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also ^ine einheitliche Schwiagaug des ganzen Systems. Der Za- 
stand ist jedoch labil, goringe Änderungen der SuBeren Umstände 
führen sofort zu dem ersten oder dem jetzt zu behandelnden 
dritten Falle. 

Ist 3. die Dämpfung vorherrschend, also: 
(43) »i»iv'<(d,~S^y, 

so wird B imaginär, liefert also in Nr. 56 (31) einen Beitrag zur 
Dämpfungskonstante; man erhält demnach zwei Schwingungen 
mit gleicher Frequenz 

(44) /-«-.yi-Mi, 

aber mit zwei verschiedenen Dämpfungen 

(45) ^;',j-H^±ii/(j. -«'-»,»..', 

wofBr man bei starkem Überwiegen der Dämpfong, d. h. wenn 
v'y&^9f klein ist gegen ä^ — S^, näherungsweise schreiben kann: 

Das bedeutet: die Dämpfong der starker gedämpften Koppe- 
langsschwingung ist kleiner als die des starker gedämpf- 
ten der beiden freien Systeme, die Dämpfung der schwächer 
gedämpften EoppelungBschwingung ist größer als die des 
schwächer gedämpften freien Systems. 

Die beiden Teilsysteme werden also hinsichtlich 
ihrerDämpfung durch dieKoppelung einander genähert, 
während bezüglich der Schwingungszahlen nach Kr. 64 
das Umgekehrte gilt; die resultierenden Schwingungs- 
zahlen liegen weiter auseinander als die der freien Sy- 
steme. Das gilt, wie die weitere Untersuchung zeigt, ganz ^1- 
gemein und nicht nur für den hier behandelten Fall zweier auf- 
einander abgestimmter Systeme, so daß man sagen kann; 

Die Koppelung zweier freien Systeme bewirkt Aus- 
einanderrücken der Schwingungszablen » und Zusam- 
menrücken der Dämpfungskonstanten S. 

58. Trequeiiz und Dämpfung der gekoppelten Systeme 
bei bellfibigem Unteraohled e der freien Eigen&equenaen 
Vi und Va. Wie der Verlauf der Erscheinung ist, wenn die 
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124 7> Kap. S;rsteiiie m. mehrer. Freiheitsgnulea n. gekoppelte Schwing. 

Differenz der Schwingungazahlen c >— Vj — v^ stetig von — oo bis 
+ CO wÄchst, läßt sich am besten an den von Wien (Wied. 
Ann. d. Phys. o. Chemie 61 (1897), 15l) auf Grund auBfÜhrlicher 
hier nicht mehr wiedergegehener Rechnnngen gezeichneten Figuren 
übersehen. Der Einfachheit halber ist daselbst der hauptsächlich 
interessierende Fall dargestellt, in dem die Dämpfung S^ des 
einen Teilsystems gegen die des anderen, d|, Terschwindead klein 
ist, also gleich Null gesetzt werden kann. Als Abszisse ist c, der 
unterschied der freien Eigenschwingungen, als Ordinaten sind 
die D&mpfongen d, nnd dj sowie die Differenzen v^' — v^ und 
Vj' — V, , d. h. der unterschied zwischen der freien Eigenfreqnenz Vj 
des schwächer gedämpften Systems und den resultierenden Koppe- 
lungs&eqnenzen v,' und v^', aufgetragen; Figur 16 gilt ftlr vor- 
herrschende Dämpfung (tf, — Sj'> ViY&^&f), Figur 18 für vor- 
berrscbende Koppelung (d, -- ^i < v, V^i ^a) i Figur 17 1^ den 
Übergangsfall, wo Koppelung und Dämpfung gleich sind 
(dj — dj = ViVtfiö,). In Figur IS ist jedoch, um die Figur nicht 
übermSEtig groB zu machen, statt dj und vg — Vj der zehnte 
Teil ^ und ' ' als Ordinate aufgetragen. Der Ordinaten- 
maflstab ist fOr die drei Figuren nicht gleich, so dafi die GröBen- 
Terhältnisse fSr die drei Fälle daraus nicht ersichtlich sind. Des- 
halb sind die Frequenzen der weniger gedämpften Schwingungen 
fßr diese drei Fälle in Figur 19 noch einmal in ein und dem- 
selben Maßstabe dargestellt. Die Bechnung ist unter der An- 
nahme durchgeführt, daß die Größen s, 3 und yv^Vj^j^ von 
gleicher, und zwar solcher GrSBenordnung sind, daß ihre dritten 
und höheren Potenzen neben den dritten bzw. höheren Potenzen 
von V| verschwinden. Dann kann man für K v^fj^x^j einfach 
ViY^i&f setzen. Diese Annahme ist i^ das ganze, praktisch in 
Betracht kommende Bereich der Erscheinung hinreichend genau 
erfüllt. Die Kurven sind für bestimmte, willkürlieh gewählte 
Werte von Dämpfung und Koppelung berechnet, lassen sich aber 
durch Änderung des Maßstabes ohne weiteres auf andere Werte 
anwenden. 

Die Dämpfung der schwächer gedämpften Eoppelungaschwin- 
gung ist überall mit dj', die der starker gei^mpften mit dj' be- 
zeiehnet; ftlr die freien Systeme war bekanntlich d^ verschwindend 
klein gegen d, angenommen worden. Die Frequenz der schwächer 
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gedämpften Schwingung ist mit v^, die der stärker gedämpften 
mit v,' bezeichnet. Die DämpfungBkurven sind punktiert, die 
Freqnenzkurven ausgezogen. 

In Figur 16 und 17 entspricht der Frequenz vj' die steil 
(fast als gerade Linie) von links unten nach rechts oben gehende 
ausgezogene Linie, der Frequenz Vj' aber die in der Nähe der 
Abszisseuachse verlaufende Knrve mit einem Maximum und Mini- 
mum. In Figur 18 gehört von der oberhalb der Abszisaen- 
aohse gelegenen ausgezogenen Kurve die rechte Hälfte (e > O) 
zu Vj', die linke (e < 0) zu v^; von der unter der Äbszissenachae 
gelegenen Kurve dagegen die linke Hälfte zu r,', die rechte zu v■^ , 
(Die Beschriftung der linken Hälften fehlt in der Figur.) Die 
Frequenz r,' liegt also immer auf demjenigen Kurvenzweig, der 
der Abszissenachse näher ist. 

Da die stärker gedämpft« Schwingung 2 bald erlischt, so ist 
für den ganzen Sohwingungsvorgang wesentlich das Verhalten der 
Schwingung 1 charakteristisch. Man entnimmt aus den Kurven, 
daß bei größerer Differenz c der freien Schwingungszahien v^ and 
V, die Koppelungsschwingung v^ nahezu mit v^ fibereinstimmt. 
Tn der Nähe der Resonanz, wo Vj — Vj klein ist, wächst bzw. 
föllt Vj' in den Fällen 1 und 2 bis zu eiaem Maximum bzw. Mini- 
mum, um dazwischen in nächster Nähe der Resonanzstelle e«0, 
bzw. an dieser Stelle selbst, den Wert v^ anzunehmen. Je mehr 
die Koppelang hervortritt, desto mehr rücken Maximum und Mini- 
mum nach e — hin zusammen , so daß die Kurve der v^ — v^ 
sich in dem Teile zwischen ihnen immer mehr der Ordinatenacbse 
anschmiegt, der hier auch die Knrve v,'~ Vj ziemlich eng anliegt. 
Der steile Verlauf der Kurve im örenzfalle (jg — ^i = v, V^^J 
bedingt, daß schon geringe Änderungen der Schwingnngszahlen- 
differenz e, wie sie bei elastischen Körpern durch Temperatur- 
änderung entstehen können, den Verlauf des Schwingungs Vorgangs 
wesentlich beeinflussen, und bewirkt, daß hierbei die resultierende 
Frequenz v,' der schwächer gedämpften Koppelungsschwingang 
bald größer, bald kleiner atufällt als die natürliche Freqnenz v^ 
der fJTeien Schwingung. 

Im 3. Falle endlich bei überwiegender Koppelung (Fignr 18) 
ist der Verlanf etwas anders. Die Kurve der v, Mit hier eine 
Strecke völlig mit der Ordinatenachse zusammen; an der Stelle 
der Resonanz (e = 0) findet daher ein plötzliches Umschlagen des 
schwächer gedämpften Tones v,' von einem Werte > v^ zn einem 
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solchen <C v^ statt, wenn man das Vorzeichen der Differenz v^ — v, 
ändert, d. h. die Tonhöhen der natürlichen T5ne der beiden freien 
Systeme miteinander vertauscht. Die Werte der 6" und /, die 
sich beim Resonanzpankt (t — 0) ergeben und die In Nr. 57 ab- 
geleitet wurden, sind natltrlich in dieser Darstellung mit enthalten. 
SB. Anwendung der EoppelnngsÜieoTie anf aknstiBohe 
Systeme. Die hier in den Grundzügen dargestellte Theorie der 
gekoppelten Schwingungen ist zwar ans den Vorstellungen der 
Mechanik punktf6rmiger Systeme heraus entwickelt. Jedoch 
gelten offenbar dieselben Gleichnngen auch für andere, aus kon- 
tinuierlichen Massen bestehende Systeme, wenn diese nur so be- 
schaffen sind, dafi Ihre Bewegung durch eine einzige Größe be- 
stimmt werden kann, die man dann als (verallgemeinerte) Koordi- 
nate einzuMiren hat. Das trifft in vielen Fällen sehr annähernd 
zu, und daher kann man die ob%e Theorie ohne weiteres auch 
für akustische Schwingungssysteme nutzbar machen. Die Theorie 
wird dabei durch die Erfahrnng gut bestätigt. Ein ausgezeich- 
netes Beispiel bildet die Koppelung zwischen eiser Stimmgabel 
und einem davorgehalteaen zylindrischen Luftreaonator, deren 
Wirkung R. Koenig^) lange vor der Aufstellung der Theorie 
eingehend untersucht hat. Für die praktisch allein zu beobach- 
tende schwächer ged&mpfte Koppelungsschwingung ergibt sich 
qualitativ der in Figur 16 für v^' und 6^' dargestellte Verlauf: 
bei einer Cj- Gabel von 512 Halbschwingungen (v, a,) in der 
Sekunde kein merkbarer Unterschied zwischen freiem Gabelton v, 
und (schwächer gedämpftem) Koppelungaton v,', solange der Bigen- 
ton des Resonanzkastens um mehr als eine große Terz tiefer ist 
als der öabelton; bei dem Intervall der großen Terz, also dem 
Verhältnis — = . . ßins Erhöhung des resultierenden Koppo- 
lungstones, entsprechend einer Vergrößerung von v, um 0,011 
Halbschwingungen (v. s.); bei fortschreitender Ann&hemng an die 
Resonanz weitere Zunahme der Tonhöhe bis zu einem Maximal- 
betr^e; bei Erreichung der Resonanz plötzlicher Wegfall der Er- 
höhung und Herabsinken des Eoppelnngstones auf den Öabelton. 
Bei Verstimmung des Besonatortones nach oben gegen den Gabel- 
ten tritt dajin eine entsprechende Vertiefung des Koppelungstones 
ein, die bei stärkerer Verstimmung allmählich auf Null herabgeht. 

1) R. Eoenig, Wiud. Annalen der Phyiib und Chemie 9 (18S0), 
404. — Quelques Exp^riences d'Acouatique, Paris I8S2, S. 181. 
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Die DSmpfang des gekoppelten Systems, die bei stärkerer Ver- 
Btimmuitg ebenso gering ist wie die der freien Gabel (Zeit der 
HQrbatkeit etwa 80 bis 90 Sekunden), nimmt beim Erreichen der 
Kesonacz plötzlich aehr stark zu (Hörbark eits zeit nur 8 bis 10 
Sekoaden). Der Verlauf der Er&cheiniuig wird durch die ron 
Koenig angegebene, tüi die DKmpfang allerdings nur qualitativ 
brauchbare kleine Tabelle 13 dargestellt. Er entspricht offenbar 
dem Fall überwiegender Dämpfung der Figur 16. Aus den mit- 
geteilten Beobachtungsdaten ISBt sich der KoppelungskoeEQzient 
y#j#j berechnen; er hat den sehr kleinen Wert 0,005. Die 

Tabelle 18 
Rückwirkung eineB ajlindrisclien LnftreaonatorB mit variabler Ton- 
höhe auf SchwiugungBzahl und Dämpfmig einer Stimmgabel Ton 
512 »• B. (Tonhöhe C,) nach R. König. 



Tonhöhe des 


Hßrbarkeitsdauer 


ÄnderDug 


Resonators 


der Gahel 


der Gabelfreqneni 


«^ 


Msok. 


+ 0,011 T.s. 


»», 


60 


■ 0,017 


». 


30 


■ 0,033 


496 I. • 


20 


■ 0,071 




8 his 10 





628 J. s. 


18 


-0.071 




22 


-0,068 


■i. 


46 


-0,030 




70 


-0,017 


1 


> 


. 



Dämpfung des freien Resonators ist nicht ron Eoenig ge- 
messen worden, sie mufi aber groß gewesen sein, da die DSjnp- 
fung des gekoppelten Systems, die ja immer kleiner ist als die 
größere der freien Systeme, bereits sehr bedeutende Werfe hat. 
Nimmt man für das logarithmische Dekrement b des Resonators 
die in Nr. 57 angeführten Werte (0,03 und 0,3) als Grenzwerte, 
so ergibt sich für die Dämpfung (diejenige der Gabel Sj nftherungs- 
weise — gesetzt) -* = 0,005 bis 0,06. Die Tergleichung dieser 
Werte mit dem oben berechneten Wert 0,005 für den Koppelungs- 
koeffizienten y&i^ beweist, daß hier der Fall überwiegender 
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Dämpfang vorliegt. Zugleich rechtfertigt die Kleinheit aller dieser 
Werte die Vemacblilssigang der höheren Potenzen von t, 8 und 
V y&i #j gegenflber den entsprechenden Potenzen von v. 

Der Eoppelaogskoeffizient ergibt sich aach bei anderen aku- 
stischen Systemen im allgemeinen sehr klein, z. B. bei den Trans- 
versalsobwingungen rechteckiger Stabe. Solche StSbe kOnnen natnr- 
gemElEt nach den beiden Kantcmrichtongen des rechteckigen Quer- 
schnitts schwingen, und die Schwingungen der einen Art sind nicht 
ganz nnabhBDgig von denen der anderen. Ihre TonhShen sind im 
allgemeinen verschieden, so daß die gegenseitige Störung gering 
ist. Versucht man die T5ne durch Änderung der einen RantenlSnge 
gleich zu machen, so nSbem sie Hch einander bis ku einem kleinsten 
Abstand, darüber hinaus aber entFemen sie sich wieder, ohne daß 
es gelingt, sie ganz zum Zusammenfallen zu bringen. So beob' 
achtete R. Koenig an einem Stab, der die beiden Töne Cj und dj 
(mit ca. 4000 und 4500 Schwingungen pro Sekunde) gab, als er 
den höheren Ton auch auf Cg zu stimmen versuchte, anfangs ein 
regelmäßiges Tieferwerden des von ihm Stoßton genannten Diffe- 
renztones, das aber bei der Grenze von einigen 40 Schwingungen 
(v. d.) des Stoßtones aufhörte und bei weiterer Änderung der 
Kantenlänge wieder in ein Höherwerden desselben überging; eine 
Erscheinung, die anzeigt, daß ein genauer Eisklang nicht zu er- 
reichen ist und die sich aus der Eoppelungstheorie leicht erklärt. 
Sieht man von der Dämpfung ab, die nur die Zahlenwerte etwas 
ändert, was bei einer Überschlagsrechnung aber nicht in Betracht 
kommt, so kann man die Formeln (25) von Nr. &4 anwenden. 
Setzt man die beobachtete Kinimaifrequenz des Stoßtones gleich 
45 pro Sekunde und die (natftrliche) Sehwingungszabl der beiden 
&ei gedachten Systeme im Besonanzfall n •= 4000, so ergibt sich 
für diesen Besonanzfall: 

also der Eoppelungskoeffizient: 

»-^51^ = SS-».»"- 

Er hat somit einen gegen 1 kleinen Wert, obwohl hier schon 
eine ziemlich feste Koppelung vorliegt. 
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j( In Leinwand geb. n. JC fl. — 

T. Elein, F., nnd A. Sommerfeld, Aber die Theorie des Kreisels. 

,j 4 Hefte, gr. 8. 

LHelt, Sie kinsmatlBclieii und klnetiBobBu Qrandlkgen dsTTbeoii«. 
(IT n. IH 8.] 1887. 0«li. n. JC B.SO, geb. n. Jt S.M. 

metitsobBii ErsiBsli. [IV n. 81(1 S-l IHSS, Oeb. n. ^ 10.— , geb. 



wendnngen. {IV n. MI S.} 1»3. Geh. n. Jt : 
IV. — TscbnliDlIs Anwendung der EielieltbBOrle. 1». 980 H.J gr. 8. 
ISIO. (üntei du Preus.] 

Koblrauach. F.. Lehrbuch der praktischen Physik. 11., stark 

vermehrte Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. Mit 

400 Figuren, pftxm n. 7SS 8.] gr. 8. 1910. In Leinwand geb. 

n. JC 11.— 
kleiner Leitfaden der praktiscben Physik. 8., vermehrte 

Auflage. 6.— 10. Tausend. Mit zahlreichen Figuren. [XVIIIu. 268 S.] 

gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. JC 4. — 
Iiamb, H., Lehrbnch der Hydrodynamik. Deutsche autorisierte 

Ausgabe, nach der 3. englischen Auflage besorgt von Job. Friedel. 

Mat 79 Figuren. [XXIV u. 788 8.] gr. 8. 1907. dfiti. a. JC 'if).~ 
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laa Pignnin and 1 T»fBl. (XIT u. SM B.] 1M9. J( 1».— 
II. — SpeilsUe Pioblems d«c FlDgtsolinlk. [In Torbereltaug.] 

Lorenta, H. A., Abhandlungen Aber theoretiBche Physik. In 
2 Bänden. Band I. Mit 40 Figuren. (IV a. 489 8J gt. 8. 1907. 
Geb. D. J( 16.—, in Leinwand geb. n. M 17.— [Band il in Vor- 
bereitung.] 

Auch in 2 Lieferangen: 
Lieferung I. Mit 8 Figuren. [208 8.] gr.8. 1906. Geh. n. jKlO.— 
Lieferung U. Mit 32 Figuren. [S.299— 489] gr.8. 1907. Geh.n.^6.— 

Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen 

Erscheinungen in bewegten ESrpern. Unveränderter Abdruck 
der 1896 bei J. Brill in Leiden erschienenen 1. Auflage [Hin. 138 S.] 
gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. J( 3.20. 

the Theory of Electrons and its Applications to the 

Fhenomeua of Light and Radiant Heat. A course of lectures 
deliyered in Columbia DniTsreitj New Totk in March and April 1906. 
[IV u. 832 S.] gr. 8. 1909. In Leinwand geb. n. J( 9.— 

Love, A. E. H., Lehrbuch der Elastizität Autorisierte deutsche 

Ausgabe unter Mitwirkung des VerfaBsera besorgt von Ä. Timpe. 

Mit 76 Abbildungen. [SVI u. 66* 8.] gr.8. 1907. Geb. n. „«16.— 
Maroolongo, B., rationelle Mechanik. Deutsch von E, Boehm, 

2 Bände, gr. 8. Geb. [Unter der Presse.] 
Perry, J., Drehkreisel. Deutsche Ausgabe, besorgt von A. Waigel. 

Mit 68 Abbildungen und 1 Titelbild. [VIII a. 125 S.] 8. 1904. In 

Leinwand geb. n. Ji 2.80. 

höhere Analjflis für Ingenieure. Autorisierte deutsche Be- 
arbeitung von ß. Fricke und Fr. Süchting. 2., verbesserte und 
erweiterte Auflage. Mit 106 Figuren. [XII u. 464 S ] gr. 8. 1010. 
In Leinwand geb. n. JC 18.— 

Poofcels, r., Lehrbuch der Kristalloptik. Mit 168 Figuren und 

6 Doppeltafeln. [X u. 619 8.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. 

n. JC 16.— 
Bioharz, F., neuere Fortsohiitte auf dem Gebiete der Blek- 

trizität. a. Auflage. Mit 97 Abbildungen. [VI n. 128 8.] gr. 8. 

1902. In Leinwand geb. u. JC 1.60. 

Anfangsgründe der Maiwellschen Theorie verknüpft mit 

der Elektronentheorie. [lXn.246S.] gr. 8. 1909. Geh.n. Ji 7.— , 
geb. n. „« 8: — 

SohuBter, A.., Einführung in die theoretische Optik. Autoiisiette 
deutsche Ausgabe übersetzt von H. Ronen. Mit 2 Tafeln und. 
185 Figuren. [XIV n. 413 S.] gr. 8. 1907. Geh. n. M 12.—, in 
Leinwand geb. n. J( 13. — 
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